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Resumo

Existem diversos problemas ligados an/Hise de sinais mustcais que podem se bene ciar de um
conhecimento mais detalhado da estrutura dos sinais gerados pelos diferentes instrumentos. Entre
eles se destaca a compresso de sinais baseada em Audio estrdurado, onde o codi cador determinaa
partir deum sinal par metros parareproduz -lo com um sinte tizador inspirado em modelosf sicos dos
instrumentos. Pararealizar este tipo de anfElise e s ntese @ecess/rio conhecermos as caracter sticas
f sicas dos instrumentos e dos sinais produzidos. Este conhecimento @ ainda odil para auxiliar no
desenvolvimento de instrumentos e outros equipamentos utilizados por maesicos para obter o timbre
desgjado. Esta disserta @ apresenta experimentos realiz ados com uma guitarra el@trica para revelar
a din mica n-linear de suas cordas e seu Itro linear assoc iado, compara® de sinais gravados
com resultados esperados por modelos matem/Zeticos da forma @ onda, e ainda uma proposta de
uma potencia tdcnica para a medi % de par metros para um mo delo matem/Etico de um circuito de
distor % musical, a@m de uma maneira de se mapear um par destes par metros para um espao de
maior signi cado psi coacoestico.

Palavras-chave: guitarrael@trica, f sicadamossica, overdrive, distor ® musical, vibra @ de cor-
das, processamento de sinais, estima @ de par metros, mod elo de Hammerstein, espa o timbr stico.

Abstract

There are many problems related to the analysis of music which can benet from a better kno-
wledge of the structure of the signals generated by different instruments. One of them isthe compres-
sion of signals based in structured audio, where the encoder analyzes asignal to determine parameters
for a physically inspired synthesizer to reproduce it. We must know the physical characteristics of
the instruments and signals to perform this kind of analysis and synthesis. This knowledge is also
helpful in the development of instruments and other equipment used by musicians to get the desired
timbre. This dissertation presents experiments performed with an electric guitar to show the non-
linear dynamics of the strings, the effect of the guitar Ite r, acomparison of the recorded signals and
the theoretical waveform, and also a proposal for a potential technique to measure the parameters of
amode of adistortion circuit and a way to map a couple of those parameters to a space with more
psychoacoustical signi cance.

Keywords: electric guitar, physicsof music, overdrive, musical distortion, string vibration, signal
processing, parameter estimation, Hammerstein model, timbre space.
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| ntrodu 20

1.1 Objetivos

O objetivo desta disserta® @ o estudo objetivo da guitarra el@trica e seus acess rios, como 0s
ampli cadores e pedais de efeito. Deste grande objetivo gen @rico, podemos entretanto destacar dois
mais espec Cos e maisimportantes paran s.

Compreender cienti camente como a distor % contribui pa rao timbre da guitarra el@trica;

Contribuir para sistemas de codi ca® de Audio compat ve iscom o padrio MPEG-4 SA, onde
sinais s0 analisados para a extra® de par metros de contr ole que alimentam programas de
s ntese de nidos pelo pr prio codi cador [1].

Foi o estudo da distor % musical que noslevou necessidade de estudar mais detalhadamente a
forma de onda gerada pela guitarra. Este segundo tema constitui a maior parte desta disserta .

Abordamos aqui 0s seguintes problemas rel acionados a an/Hses que podem ser feitas nos sinais
de guitarras, e medi 1es que podem ser realizadas no instrum ento.

Estima@o da posi % dos dedos do guitarristaa partir dosi  nal gravado de uma nota.

Demonstra @ da ocorrEncia de regimes de movimento da corda decorridos de fen menos n%o-
lineares.

Observa @ do movimento da corda da guitarraem regimes for ados.
Medi @ do ltro linear el@trico da guitarra.
Medi @0 de par metros para um modelo de um pedal dedistor? o.

1



2 Introdu @

Cria® de um mapeamento de par metros de um modelo de disto r % para um espa o onde
suas varia Ies causam efeitos de intensidade similar.

Todas gerales e gravales de sinais foram realizadas utili  zando um microcomputador conven-
cional equipado com uma placa de som ligada a ampli cadores e letr nicos. Os experimentos est?
portanto ao alcance de qualquer interessado em reproduzi-los, sem demandar equipamentos muito
so sticados.

Estes estudos buscam cobrir todo o caminho da produ @ do sin a da guitarra, desde a vibra@
da corda at@ o processamento do sinal por mecanismos controbdos pelo maesico, ou por imperfei 1es
em equi pamentos intermedi Zrios.

As an/ises S0 de dois tipos: medi 1es de caracter sticas d o instrumento que s podem ser feitas
com acesso a eles, em experimentos de laborat rio, e an/lises do sinal gravado que podem ser feitas
atd mesmo a partir de grava 1es antigas em discos vendidos por artistas.

1.2 Motivaies

Podemos citar tr(Es motiva les principais paraareaiza® deste trabalho, apresentadas a seguir.

1.2.1 Interdisciplinaridade

imposs vel escrever este trabalho sem falar de suainterdi sciplinaridade. Ainda se encontra nas
universidade engenheiros que podem considerar ex ticos es tudos envolvendo maesica. Por outro lado,
ainda existem estudiosos da maesica que se espantam ao ver engenheiros interessados por fen menos
ligados produ @o cultural.
Cientistas mais antigos talvez pudessem at@ estranhar essasegrega®. Mas ao longo da his-
t ria da ciEncia fundaram-se as disciplinas conforme novasdescobertas foram feitas. Os cientistas
come aram a se tornar especialistas, e as universidades se t ornaram cada vez mais organizadas em
departamentos de interesse pretensamente disuntos[2, 3].
inegAEvel que existe hoje um esfor o pelainterdisciplinaridade, contra o isolamento dos departa-
mentos. No sdculoxx houve diversas situa 1es onde Areas de estudo se uniram por um entendimento
cient co maior. Na ciEncia cognitiva, por exemplo, @ comunver pesquisadores serem in uenciados
por outras disciplinas [4]. Alguns dos livros mais importantes da ciEncia contempor nea buscaram
justamente unir diferentes Areas [5].
O debate aberto sobre a compartimenta@ da ciEncia j &£ ocor desde o0 sdculoxViil. Uma obra
controversa sobre este assunto @ uma palestra de C. P. Snow de1959, que ecoa um debate entre
Thomas Huxley e Matthew Arnold [6].
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Nossa inten % por@m nfo @ tomar qualquer atitude em nome da interdisciplinaridade. Ela @ pra
n s uma motiva®, e n um objetivo. N s simplesmente pesqu isamos aqui questies de interesse
e ao acance de qualquer engenheiro eletricista. Se gjudarmos a unir diferentes Areas de estudo,
ou mesmo aproximar diferentes ramos da engenharia el@trica ser £ uma boa conseq (Encia mas nfo
propositadamente procurada.

Acreditamos que a interdisciplinaridade deve ocorrer naturalmente. Pesquisadores devem apenas
selecionar um fen meno deinteresse, einvestigAe-lo com asferramentas dispon veis, sem se preocupar
com disciplinas e competEncias. N consideramos necessAm |utar pela interdisciplinaridade, mas
sim parar de lutar pela disciplinaridade.

Aqui neste caso em particular nPo estamos falando precisame nte damotiva @ causada, por exem-
plo, por um problema em aberto citado em algum trabalho anterior. Aqui se trata de uma motiva
suplementar, que refor ao desejo em desenvolver um certo tr abalho umavez que come aa car claro
gue estaremos indiretamente tratando de outras questies de nosso interesse, que N s o0 objetivo
central do trabalho. Isto tamb@m acontece quando encontranos uma boa oportunidade de aplicar uma
certa ferramenta de que gostamos a algum problema, por exemplo. O ato por si s poderia no ser
completamente justi cAEvel, mas havendo outras motivales fortes, estas caracter sticas suplementa
res do trabalho refor am o desgjo de suarealiza .

1.2.2 Engenharia, ciEncia e massica

O estudo da acaestica @ antiq ssimo, e seus fen menos de interesse est? entre 0s primeiros estu-
dados nahist riadaciEncia[7].

Atd o surgimento da ci@Encia moderna, instrumentos musicais audit rios eram constru dos com
base apenas em conhecimento emp rico. O surgimento damec nicano sdculoxVviil permitiuoin cio
daformaliza @ deste conhecimento.

A partir daacossticae da siologia dos sentidos um engenheir o pode projetar um audit rio ou um
sistema de comunica 1es para obter caracter sticas desgja das. HA muito tempo j 4 se busca a melhor
compreens®o dafalae o conforto acoestico em obras arquitet nicas[8, 9], e tdcnicas para o projeto de
sal as est® em constante desenvol vimento.

O uso da f sica para entender o que torna um instrumento musical melhor do que outro @ en-
tretanto algo relativamente recente [10]. O estudo de alguns instrumentos pode at@ levar a alguns
sistemas din micos nfo-lineares relativamente complexos . Estes sistemas exigem um pouco mais de
conhecimento de f sica do que o empregado nas atividades mais rotineiras de engenharia.

V AErios dos problemas mais interessantes da engenharia atubest®o na Area de processamento de
sinais, e podem se relacionar ao estudo damoesica. 0 caso dacodi ca® digital de sinais, equali-
za®0 cega, separa® de fontes e remo % deru do. Outrospr  oblemas envolvem ainda ainteliglEncia
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computacional, como o reconhecimento de instrumentos, transcri 3 de maesicas e compos % auto-
m/Etica. Estes tr(Es problemas encontram bons paral el os no j#ai s bem-estabel ecido estudo dafala

Estudar a meesica @ portanto uma boa chance para estudar prol#mas contempor neos de engenha-
ria. Maesicos e ouvintes tamb@m podem se bene ciar com aplicaies criadas a partir de todos estes
estudos, ou ainda com as conclusies te ricas mais profundas trazidas por eles.

Entre estas conclusies te ricas podemos citar acontribui % cient ca paratentar formalizar dis-
putas hist ricas entre entusiastas de diferentes marcas de equipamentos, ou de diferentes tecnologias
de fabrica® de circuitos. Nestas disputas os defensores d e cada equipamento armam que aquele
possui certas caracter sticas que tornam seu funcionamento inerentemente melhor do que os simi-
lares. Argumenta-se, por exemplo, que ampli cadores com ci rcuitos valvulados soam de um jeito,
transi storizados de outro, e aindaque circuitos com ampli  cadores operacionais e circuitosintegrados
tamb@m soam de outra forma.

Algumas outras disputas hist ricas S0 entre as guitarras d e marcas Fender versus Gibson, e a
contendaentre o CD e o vinil, sem contar adisputainicial entre o fon grafo e apr priafonte original
do sinal. N3 @ raro encontrar nestes debates argumenta ies baseadas de fato em conceitos tdcnicos
precisos, como a exist@&Enciade pequenas curvas de distor e Itrosno caminho do sinal, e diferentes
formas de surgimento de ru do no sistema. Mas @ dif cil encortrar anal medi 1es precisas destas
caracter sticas e compara les entre os efeitos causados po r estas diferen as.

Todas estas polEmicas do mundo da meesica precisam da vis’o decientistas para que possamos
elevar o nvel dasdiscussies. preciso entender quaissfod e fato as caracter sticas dos sons e o que
realmente pode ser percebido e faz adiferena. A citEnciajanaisir/ acabar com estas disputas, mas
podemos tentar determinar exatamente quando entra em cena a est@tica de cada um no julgamento da
qualidade de instrumentos e equi pamentos.

Devemos deixar claro que n?o se trata de encontrar um equipamento vencedor nestas disputas.
N se trata de uma disputa de fato, mas simplesmente do di A @o entre diferentes gostos e estdticas
gue sempre esteve presente na hist riada humanidade. prec iso compreender exatamente o lugar da
ciEncia: eladeve ser utilizada para entender as diferen asentre as vArias prefer@Encias, e no justi car
uma pretensa superioridade de uma sobre a outra.

At@ aqui demos (Enfase apenas a contribui 1esdaciEnciae er@pharia solu % de problemas per-
cebidos por maesi cos em suas atividades. Mas tecnol ogias nowes podem oferecer muito mais moesica.

poss vel n%o somente melhorar instrumentos e criar sistem as de alta delidade para reprodu @ de
sinais tradicionais, mas tamb@m inventar sistemas de s ntese bastante inovadores, oferecendo timbres
bem diferentes do que se obt@m com instrumentos tradi cionas.

Computadores permitem acria  de umagrande variedade de n ovostimbres. A cria® de novos
sistemas para s ntese de sons@ ade ni 0 derestri iIesepar metros de controle que permitem o moe
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sico trabalhar dentro destas incameras possibilidades. Modk os de s ntese inspirados em instrumentos
reais no precisam portanto se limitar aisso. possvel rea lizar extensies para explorar novas pos-
sibilidades. Esperamos gque nossos estudos n?0 sgjam portanto odeis apenas para a anflise de sinais
reais, mas tamb@m que inspirem moesi cos e engenheiros buscado ferramentas para a cria® de novos
sistemas arti ciais de s ntese.

1.2.3 Filoso a, CitEncia Cognitiva e InteligEncia Arti cih

Este trabalho tamb@m foi motivado por problemas los cos ¢ omo os que surgem no estudo da
epistemol ogia e ciEncia cognitiva.

Por exemplo, o determinismo da f sica nos faz questionar: At@ gque ponto podemos codi car um
sinal gravado ou substituir um instrumento real por um sintetizador? Esta quest®o se relacionacom a
da medi @ da complexidade de sistemas[11].

JAE no mbito da ciCEncia cognitiva e inteligEncia arti ciatemos o problema de tentar fazer um
computador compor uma moesica que segja avaliada como t% boa quanto uma moesica composta por
um humano. Isto pode ser visto como um teste de Turing musical. Os sistemas de composi  mais
simples utilizam modelos de Markov [12], ru dos e fractais [ 13, 14]. Resultados mais interessantes
S0 obtidos com estruturas mais complexas. O programaEMI, p or exemplo, j £ levou alguns cientistas
da cogni % a se questionarem arespeito da arte e da natureza humana[15].

Uma das motiva les de nosso trabalho veio dapercep @ daimp ort nciaque aintera® do com-
positor com seu instrumento pode ter no processo criativo [16]. O estudo destaintera no contexto
da composi % autom/Etica de maesica estaria relacionado coma utiliza 2 de rob s human ides em
estudos de ciEncia cognitiva[17].

Os programas atuai s de composi % geralmente trabalham som ente lendo e escrevendo partituras.
Queremos contribuir para a cria® de uma nova gera® de pro gramas compositores que compo-
nham engquanto tocam em instrumentos. Paraisto podemos utilizar modelos f sicos de instrumentos
implementados em computadores. Com um modelo destes, 0s programas de composi 0 poderdo
interagir com instrumentos simulados, evitando a constru @ de rob s. Estes programas ainda v
precisar ouvir maoesica, e paraisto ser necess/rios estudos sobre o timbre dosinstrumentos e a sua
percep 0.
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1.3 Trabalhosanteriores

1.3.1 Modelagem f sicaem geral

Esta disserta® foi in uenciada antes de mais nada pelos in  cameros traba hos existentes sobre
an/isef sicadeinstrumentos musicais, mais especi camente de instrumentos de corda. Este assunto
@ abordado no in cio do cap tulo 2.

Um dos objetivos mencionados acima @ contribuir para o desewolvimento do padr®o MPEG-
4 SA (Structured Audio) [1]. Estaforma de codi ca® @ fundamentada na teoria da co mplexidade
de (Kolmogorov), e este padréo @ sua primeira tentativa de implementa @ pr/tica. O
decodi cador em um sistema deste tipo recebe um programa, e d ados para servir deinsumo aele. O
sinal portanto @ gerado por um sintetizador determinado peb codi cador [18].

Uma forma de utilizar esta arquitetura de codi ca @ prime iro determinar um programa sinte-
tizador que sgja gendrico o su ciente para reproduzir os sinais de uma certa fam lia que se desgja
codi car. O usuZerio ent? executa o codi cador paraumadada grava que se desgacodi car, e 0
programa busca por par metros que reproduzam da melhor form a poss vel o sinal original.

Ao procurar por estes par metros, o programa pode ou no perm itir grandes erros na compara
do sinal decodi cado com o original. possvel, por exemplo , introduzir muitos erros na forma de
onda, mas ainda assim criar um bom resultado, explorando conhecimentos da psicoacasstica. Isto
acontece numa popular fam lia de codi cadores para Audio [19].

Outraaternativa@d aque maisnosinteressa. tentar reproduzir aforma de onda original minimi-
zando algumamedidade erro. Umaformade obter este resultado @ utilizar um model o simples, como
apredi @ linear, e simplesmentetransmitir o erro dacodi  ca® a ser compensado nadecodi ca?o.

Podemos ainda tentar utilizar an/Eises mais so sticadas, realmente direcionadas a fam lias espe-
c cas de sinais. Para criar programas para este tipo de snt ese mais espec ca, @ comum buscar
inspira @ nos model os matem/AEticos que af sica fornece para os sistemas que originam os sinais de
interesse. Isto foi feito com grande sucesso no sdculox X, nacodi ca @ de sinaisvoz, onde buscamos
inspira?o para o trabalho apresentado aqui.

Ao projetar estes sistemas de codi ca® de voz, seus criado res utilizaram o conhecimento do
funcionamento do sistemafonador humano para determinar as caracter sticas do sinal a serem detec-
tadas, e ent transmitidas para que um sinal similar sgja reproduzido no decodi cador [20, 21, 22].
Estas caracter sticas %0 geralmente afreq (Enciade um sinal de excita @, e as freq Encias chamadas
de formantes, que s°0 picos no |tro determinado pelo format o do trato vocal humano.

Esta estrutura @ toda prevista pelateoriaf sica. Os pr prios valores esperados das freq (Encias de
excita® e formantes podem ainda ser restringidos se utili zarmos mais conhecimentos extra dos de
experimentos para a determina  de detalhes da estruturat pica de um trato vocal humano [23, 24].
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As tdcnicas de anAlise e sntese inspiradas por teorias f sBs n0 se limitam entretanto a elas.
O Itro de um sistema de codi ca® com predi % linear (LPC) , por exemplo, modela na pr/etica
um Itro com caracter sticas que muitas vezes nem foram prev istas pelo seu programador [25, pg.
137]. O Itro podeter sido inspirado simplesmente pelo trat 0 vocal humano, mas na pr/&ticaele acaba
model ando ainda outros fen menos que poderiam nem ter sido p revistos.

Ou sgja, ainspira® daf sica pode simplesmente levar a um s istema que n? obedece comple-
tamente a leis da f sica, mas que modela o sinal a contento. Uma vez que possu mos um modelo
satisfat rio, podemos a seguir aplicar tdcnicas de estat stica, estima de par metros e processa-
mento de sinais que podem N possuir um signi cado f sico ¢l aro, mas que atendem s necessidades
do engenheiro.

Por exemplo, ainda no caso da codi ca® da fala, existem div ersas tdcnicas para a estima
da freq Encia de excita®, algumas tentam utilizar crit@rios estat sticos rigorosos, outras utilizam
heur sticas sem signi cado f sico claro. O uso de umaou outr at@cnicava depender das necessidades
daaplica®o.

Em geral, ao projetar uma tdcnica de an/lise para sinais de Alio @ preciso optar por bene ciar
uma das seguintes aplicales. qualidade satisfat ria nare produ @ do sina, bom desempenho em
testes de reconhecimento de padries, que podem depender de v alores sem signi cado f sico claro, ou

nalmente uma boa precis’o namedi 2 de par metrosf sicos  espec cos.

As tdcnicas que apresentaremos podem vir a ser odeis em qualger destas aplica ies, sendo ainda
necess/rias medi 1es mais rigorosas da precis®o e custo operacional de cada uma delas.

Apresentaremos nesta disserta® experimentos que podem s er realizados por qualquer enge-
nheiro, ou interessados em geral, necessitando apenas de uma guitarra el@trica, circuitos eletr nicos
simples e um microcomputador. Muitos experimentos na literatura requerem equipamentos de dif cil
acesso, como sensores de precisio, salas anec icas e mesmo e quipamento de Audio de alta qualidade.
Desgj AEvamos demonstrar a possibilidade de se realizar estdos com equipamentos mais simples.

Tamb@m foi nossa inten % divulgar resultados do estudo de i nstrumentos musicai s que precisam
ser melhor conhecidos pela comunidade, assim como divulgar agoritmos e tdcnicas de an/Hise que
podem ser muito odeis a outros pesquisadores da Area, mas N?&?0 ainda muito bem conhecidas.

1.3.2 Modelagem f sica de guitarra el@tricas

O uso de modelos f sicos ha s ntese de instrumentos musicais, em especia de violiese guitarras,
@ na verdade algo que sempre ocorreu, mesmo que de forma inicalmente obscura. Umareviso da
hist riada s ntese de guitarras @ o assunto do apEndice B.

Vale notar agui apenas que hoje jA S0 feitas pesquisas que buscam sintetizar 0 som de cordas
utilizando t@cnicas de elementos nitos, inclusive com model os rel ativamente detal hados [26] .
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Existem tamb@m muitos programas comerciais que realizam snteses so sticadas, e oferecem
Itros digitais que processam o sinal gravado de umaguitarr aligadadiretamente placa de som para
simular com timos resultados equi pamentos consagrados co mo outras guitarras, pedais de distor %0
e ampli cadores antigos. Algumas das empresas mais popular es a oferecerem estes sistemas S0 a
Line 6, Native Instruments e Behringer.

Alguns destes sistemas s implementados em dispositivosd igitais aut nomos, onde seligaagui-
tarrada mesmaforma que se faz com um pedal de efeito convencional. Outros s apenas programas
gue sfo executados em microcomputadores, geramente sendo capazes de opera® em tempo-real.
Al@m destes sistemas comerciais existem ainda programas getuitos, ou mesmo de c digo aberto,
gue realizam este tipo de processamento em tempo real. Muitos deles %0 constru dos sob a forma
de VSTs, que s%0 bibliotecas com pequenos algoritmos para pr ocessamento de sinais, geramente
controlados por pequenas interfaces grAE cas pr prias. Estas bibliotecas %o compiladas seguindo um
padrdo criado pela empresa Steinberg [27].

Infelizmente as tecnol ogias utilizadas por todas estas empresas s%0 usua mente protegidas devido
a interesses comerciais, e % s°0 de conhecimento geral. S se pode especular a respeito do que
real mente todos estes programas e sistemas fechados fazem, e de como foram feitas as medi 1es de
caracter sticas dos equipamentos consagrados que so simu lados.

A seguir, nos cap tulos 2 e 3 falaremos sobre a din mica de vib ra® de cordas vibrando livre-
mente, e em resposta a uma for a estacion/ria senoidal. No c3 tulo 4 falaremos sobre o Itro linear
constitu do por elementos passivos que @ inerente s guitarras el@tricas. O cap tulo 5 traz en m an/E-
lises sobre o funcionamento de circuitos el @tricos para a dstor 2 de sinais.



Captulo 2

Cordasem vibra@o livre

Vibraies s0 fen menos freq entemente observados nas ma s diferentes Areas de estudo. A
vibra@ de cordas, mais especi camente, foi um temaimport ante no desenvolvimento da ciCEncia, e
foram justamente as cordas de instrumentos musicais que atraram em primeiro lugar a aten 2 dos
cientistas para este problema.

PitAgoras interessava-se pelas rela ies entre comprimento de cordas, a atura de suas notas e a
harmonia. Galileu estudou problemas como a oscila® de pEndulos, resistEncia e easticidade de

0s, vibra® de cordas, resson ncia e harmonia [28]. Seu pa i era compositor, e estudava teoria
musical. Alguns creditam a ele a descoberta da primeirale f sica nfo-linear da hist ria, que seriaa
rela® quadrAticaentre atens®o e freq (Encia de vibra® d e uma corda [29].

O estudo deste fen meno aindafoi muito relevante naf sicad o sdculoxVviil, efoi depoisabordado
no sdculoxx como fen meno no-linear. A seguir detalharemos estes estu dos.

2.1 Estudosda velhaguarda

2.1.1 Solu@o peridica

Um grande marco da hist ria da f sica foi a solu@ da equa® da corda unidimensional por
d’ Alembert. Ela modela no tempo t o deslocamento vertical da corday em fun @ da posi @ hori-
zontal x daquele ponto, dependendo dos valores da densidade linear etens®o T dacorda

0%y _ T @2y .

W - W. (2.1)

Esta equa? foi uma das primeiras aplicales de derivadas p arciais, e d’ Alembert apresentou sua
integra® em uma disserta® em 1747. Foi ele quem desenvol veu o uso da derivada parcial e a

9
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introduziu naf sica. A import ncia desta ferramenta @ reconhecida por qualquer um, mas raramente
0 devido cr@dito @ dado a d’ Alembert [30]. Outros cientistasluministas a contribu rem para o tema
foram Euler, Lagrange e os Bernoulli [31].

A solu @ de d’ Alembert prevE gue a posi % da corda pode ser e scrita como a soma de duas
fun 1es se deslocando no espa o em dire 1es opostas, aumace rta velocidade constante ¢, obtida a
partir datens’o e da densidade.

y(xy) =f(x ct) +g(x+ct); (2.2)
s

c= I: (2.3)

Cada ponto da corda pode se mover em tr(Es dimensies. Um deslo@mento nadire % dacordaem re-
pouso & chamado movimentolongitudinal. Deslocamentos ortogonais dire @ da corda em repouso
s%0 chamados transversais, ou ainda latitudinais. Movimentos transversais gendricos podem ser mo-
delados como uma soma de movimentos transversais em duas dire 1es ortogonais. Se 0 movimento
se dZ& em apenas umadire %, aonda @ ditgplanar.

Diversas condi 1es podem ser impostas ao problema, resulta ndo em mais restri 1es naformada
solu 3 [32]. Se as duas extremidades da corda estiverem per feitamente presas, a solu @ ser/Z peri -
dica, com freq (Encia angular fundamental 5. A solu % que se encontra anal @ uma superpos %
de modos de vibra no espa o, cada um vibrando de acordo com uma sen ide de amplitude C,,
fase , e com freq Encias madtiplasinteiras da fundamental.

x 1.X
y(x;t) = Chsen(I,t+ )sen c

(2.4)

1,=1on (2.5)

2.1.2 Solu iesn®-harm nicas

Se as terminaes n forem completamente r gidas, como aco ntece em instrumentos acoesti cos,
as condi 1es de contorno devem ser modi cadas. Por exemplo, se ao invds de uma corda xa de
comprimento L, ondey(L;t) = 0, considerarmos a corda ligada a uma massa, teremos:

T (@y=0X)x=L = M(@°y=01t")x=_: (2.6)

Esta restri % faz com que as freq (Encias de oscila® do sis tema n% sgam mais harm nicas, ou
sga 1, & 1,n[32].
Outra modi ca importante que pode ser feita ao problemao riginal, @ considerar arigidez da
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corda a dobra. Isto @ feito com a inser @ de uma derivada de quarta ordem na equa @ diferencial,
resultando em oy 02y ey

W:TW ESK W; (2.7)
onde E @ om dulo deédlasticidade de Young, S @ a Areade se dacorda, &K @ oraiodegiro[33]. O
temo SK? resultano momento dein@rcia dobra. Thomas Young aplicou o seu conceito de m dulo
de el asticidade a diversos problemas, mas o primeiro experimento relatado por elefoi justamente uma

medi @0 do valor a partir de vibra ies[34].

2.1.3 Amortecimentos

Existem diversas formas de se considerar perdas de energia neste sistema. Ela pode escapar pelos
suportes da corda, pelo contato com o ar, ou pelo atrito interno  deforma?@o, por exemplo. Estes
diferentes fatores podem contribuir simultaneamente para 0 amortecimento dos modos de vibra @,
mas cada um deles pode variar de forma diferente de acordo com a freq (Encia. Assim, podemos ter
taxas de decaimento proporcionaisaf, p? ou 2 [32].

Considerando os diferentes efeitos mencionados acima, 0 modelo matem/etico para uma corda
vibrando passa a ser ent®o >
yogt) = Apel nritnlt (2.8)

n
uma soma de exponenciais complexas com valores arbitr/Ariogara as freq Encias !,,, amplitudes
A, e taxas de decaimento ,. As condi Ies iniciais determinam o valor das amplitudes. C omo a
fun @ @ real, @ preciso que existam freq (Encias conjugadascom amplitudes tais que nfo hgja uma
componente imagin/riaao nal dasoma. As taxas de decaimento possuem val ores negativos, devido
perda de energia.

Todas as modi cales apresentadas at@ aqui resultam ainda e m modelos lineares. Uma corda
vibrando em duas dimensies @ model ada simplesmente como umasuperpos % de modos ortogonais
com as mesmas freq Encias. Cada modo, de freq Enciae dire % pr prias, funcionaisoladamente de
forma semelhante a um oscilador de uma part cula unidimensional.

2.1.4 Respostaaimpulso

No caso ideal, com modos de vibrad harm nicos, arespostaa impulso h(P;x;t) pode ser calcu-
lada fazendo

yx0)= (x P)  y(x0)=0;
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onde @ adistribui % deltade Dirac, e y representa aderivadaem rela ao tempo, e P @ apos @
dacordaem que o impulso inicia selocaliza.

Podemos determinar esta resposta apenas a partir das leis de reex®. A dedu %0 apresentada a
seguir nfo foi encontrada na literatura, mas no acreditamo s que sgja algo novo. S0 contas bastante
simples, e baseadas em conceitos muito bem-conhecidos.

Havendo re ex% ideal, um impul so que atinge uma extremidad e retornacom a amplitude oposta.
Assim, paraP > X, temos

o)
+ (t k=f (P x)=c

) 1

h(P_X_t):X (t k=f (P x)=cC 2(L  P)=c )E 29

IR (t k=f (P x)=¢ 2x=¢ Y K '
+ (t k=f (P x)=¢ 2x=¢ 2(L P)=c )

resultando na forma de onda apresentada na gura2.1. Nestai magem e nas seguintes, trabalhamos
comL=1ec=2,resultandoemf = 1. Ocaso P < x n% possui diferen as qualitativas.

15m T T |
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PER’ CDCS -+~ -
it o oo 0 i -
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© ' '
> f '
E ol : :
05} e
-1 (O] o : o o -
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Te]hpo

Fig. 2.1: RespostaaimpulsocomP = 0;7 emx = 0;5

2.1.5 Formasdeexcita®

Existem vAErias formas de se excitar uma corda de um instrumeto musical. Em umviolino, o arco
desliza sobre a corda dando origem a uma for a de atrito vari Ael, que atua como sinal de excita@.
No piano, um martelo transmite um impulso corda [35]. Ainda @ possvel estudar a excita® da
corda com sen ides, 0 que tem maisinteresse te rico do que mu sical.
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As cordas de umaguitarra el @trica podem ser excitadas de vAms formas. poss vel dar pancadas,
como acontece no piano, por exemplo. Mas formamais usua de se tocar este instrumento @ puxando
a corda com um dedo ou uma palheta, e soltando-a. Portanto o sistema seria for ado apenas por um
certo per odo, e depois mantido livre.

Quando puxamos a corda em algum ponto P, ap s algum tempo ela atinge uma con gura@
est/Evel em formade V . Estacon gura® atende equa® (2 .1), porque

0%y

¥y (2.10)
0% ,ep

Ou sgja, a cordas estA dobrada no pontoP, onde a for a aplicada pelo guitarrista e a tens®o se
equilibram. Emx =P, g% @ umadeltade Dirac.

As guras 2.2 e 2.3 apresentam a superf cie determinada pela deforma@ da corda ao longo do
tempo. Na gura2.2 podemosver as diferentes formas de ondad o movimento da corda em diferentes
pontos. Em geral, trata-se de uma onda com simetria especular, composta por quatro segmentos de
reta. Em dois momentosacorda ca completamente parada, e no soutros dois a corda se deslocacom
velocidade constante, ora numa dire @, ora em outra. No pon to onde a corda foi tocada, um dos

per odos de repouso se extingue, formando um tri ngulo segu ido de umaplan cie.

Ampl i tude ONDAS ——

Tenpo

Fig. 2.2: Ondas amostradas, e formato da cordatocadacom P = 0;7

Se a corda for tocada em seu ponto m@dio, forma-se ali uma ondatriangular. JA pr ximo s
extremidades, acordatendea car maistempo parada. 1sso fa z com que aformade onda se aproxime
deum sinal dedoisnveis. Com P = 0;5, estas ondas cam quase quadradas.
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Outra caracter stica importante s as simetrias do sistema. Trocando-seP por L P ou x por
L X, obtemosumamesmaformadeonda Isto @ bvio paraumatrocasmult nea, equivalenteauma
mudan a de referencial. Ao trocar apenas uma das vari Aveis,podemos ver asimetriaao perceber que
em um semi-ciclo a corda adquire um estado radialmente sim@tico ao inicial. Outra simetria menos

bvia @ que tamb@m podemos trocarP por X, Como mostraremos na pr xima se .

Na gura 2.3 podemos apreciar melhor o formato da corda enqua nto ela vibra. Ela parte do
formato de V , elogo a seguir o v@rtice dAE lugar a outros doiscom um segmento de reta entre eles.
Este segmento caminha todo com a mesma velocidade. Eventualmente a corda adquire novamente
o formato de V , mas desta vez ela no est/E parada. O segmento continua a se movimentar, desta
vez com comprimento constante, at@ atingir a outra extremidde da corda. Por m os dois vrtices se
encontramemx =L P, fechando o semi-ciclo.

Ampl i tude

VLU0 04056 07081099 —0
Posi 20

Fig. 2.3: Outravis?o do gr4 co anterior

Como pudemos ver, ao selecionar 0 ponto da corda a ser amostrado, e 0 ponto em que toca a
corda, o guitarrista determina a forma da onda obtida. A seguir apresentaremos este processo como
um caso da atividade mais cotidiana da engenharia el@trica: o projeto de um Itro linear.

2.1.6 Projetode Itro

O estado inicial dacordapahetada@ equivalente integra % duplade um cenico impul so, levando-
se em considera® a extens®o peri dicadacordapara x ¥ 1 ex ¥ 1. Podemosveri car quea
forma de onda apresentada anteriormente tamb@m @ aintegréfo dupla da respostaaimpul so descrita
pelaequao (2.9).
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Este sinal gerado pela guitarra pode ser visto como a integra dupla de um trem de impul sos,
sem a componente DC, convolu do por dois Itros. Nas equale s a seguir substitu mos o nome da
variAEvek por C paradar umaiddiamelhor de que trata-se de um par metro condante que caracteriza
o sina obtido, assim como P. Enquanto a posi % em que corda que foi puxada @ P, a posi %
em gue estamos observando-a @C. A variAEvelx aparece nas equales diferenciais, e n pode ser
interpretada como um valor que se pode tornar constante no sistema.

ZZ x

apc(t) = t k (P ©C)=2) he(t) hc(t) (2.11)
k=0

he()= () (t (1 P)) (2.12)

he)= () (t C): (2.13)

Estes dois Itros s sen ides nafreq Encia:

He(1)=e!' '@ P H(r)y=e! ¢l'c (2.14)
He(DHc(1) =ei'(t 2) o' o It5 o' @it o it%° (2.15)
He(DHc() =o' 2+5%%) 2jsen !% 2jsen !12 (2.16)
He(DHc() = 46 (el (%2%)gen !; sen !12C (2.17)

Como estamos trabalhando com a freq (Encia normalizada, o egpectro possuirA impul sos apenas
nosvaoresk!y, onde 'y, = 2 . Assim, desconsiderando o ganho constante e adistor % def ase, 0

espectro do sinal nal ser/Z dado por
|

x I
L (' klg) sen !E sen !l ¢

PecDK=Gry 2 2

(2.18)

Este espectro @ formado por um trem de impul sos modulado por dias sen ides, cujas freq Encias S0
determinadas por P e C. O fator relativo a hp, dependente apenas de P, est/ relacionado com as
amplitude dos modos de vibra@ presentes na corda. Se P for um nodo de um modo, a amplitude
dele ser/ zerada. Da mesmaforma, o posicionamento deC pode causar a anula de componentes
no sinal. O primeiro fator vem da integra @ dupla.



16 Cordasem vibra2o livre

Se passarmos as sen ides para dentro do somat rio, e substit uirmos ! e !, teremos

X
kApc( 1k = .lz (T kTp)sen k!o% sen k!ol c (2.19)
k=1
1 sen (k2 )cos( k C)
=13 . (" k2 )sen(k P) +cos(k2 Ysen( k C) (2.20)
= |12 (* k2 )sen(k P)sen(k C): (2.22)
T k=1

Esta substitui % provaasimetriade P e C com rela® ao meio dacorda, e entre si.

No grZ& co da gura 2.4 podemos ver os harm nicos de um sinal ge rado com P = 0;208 e
C = 0;888. A amplitude do grZ4E co foi normalizada de acordo com aintensdade da primeiraparcial.
Ascurvas s0 o0 Itro total que @ aplicado ao trem de impulsos, e osfatoresrelativosaP eaC. Cada
uma das sen ides foi divididapor 1!, criando duas funies sinc. O fator relativo a P quase zera o
quinto harm nico, o que ocorreriacom P = 0;2. Como C > 0;5, sua sen ide possui um per odo
bastante curto. Umamelhor visuaiza@ @ proporcionadapelacurvarelativaal C, guecruzacom
ade C acimados harm nicos. Esta equivalEnciadas duas curvas @ arEl oga ao fen meno dealiasing
nareconstru % de sinais digitais amostrados inadequadam ente.

o

Inorrrql i zada
N w N
o o o
| | |

,Ampl i tude

a
o
|

Il
F‘rleq daci a6n0r mal i zgda

o)
S
o

Fig. 2.4: Harm nicos obtidoscom P = 0;208 e C = 0;888

A multiplica o de senos pode ser substitu da por uma somade cossenos, resultando em:

cos 1P*C o5 1P C
‘T z_. (2.22)
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Ascurvasrelativas a estes dois cossenosestio no gr/Ecoda gura2.5, asssm como o Itro nal. Para
facilitar avisualiza®, o grA co nfo @ logar tmico, e as am plitudes opostas tamb@m foram plotadas.
Os valores tamb@m foram multiplicados por! 2.

3 : | | |
NI -

‘shaped B USng 13
* A LTRO——

G P=0.071--—
C+P=0. 418 - -

7N

Ampl i tude normal i zada

3 1 |0 1 l
Freq @aci alnor mal i zada

Fig. 2.5: Harm nicos obtidoscom P = 0;172 e C = 0;244

Um interessante t pico de pesquisa sendo abordado por algun s autores @ a estima o do ponto da
corda em gue o guitarrista a puxou a partir da an/Hise de uma gava®. O problema pode ser bem
dif cil para gravaies de instrumentos acoesticos, e no pass ado alguns pesquisadores j/E atd expres-
saram pessimismo quanto a esta possibilidade [36]. Mas existe ab menos um trabalho mais recente
que apresenta resultados positivos [37]. Na guitarra el@trca deve ser poss vel realizar 0 mesmo tipo
de an/Hise, mas ser/E necess/Ario levar em considera® tambiZa posi @ dos captadores, 0 que @
desprezado no caso do viol%.

2.2 Estudosda novaonda

Muitas vezes o fen meno rea da vibra® n% @ explicado tota Imente pelo modelo linear com
exponenciais complexas. As principais diferen as observadas em rela @ aos model os lineares s%0:

Varia o das freq (Encias naturais de vibra® de acordo co m a energiano sistema
Presen a de harm nicos em respostas for adas com excita® 0 senoidal.

Saltos e histerese navaria @ gradua dafreq (Encia nesta forma de excita .
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Decaimentos diferentes do esperado.
Acoplamento entre modos transversais, longitudinais e de diferentes freq (Encias.

Alguns destes fen menos podem ser investigados de formaind ependente, e apenas recentemente
a sua ocorr(Encia em cordas come ou a ser estudada em maior detlhe. Foi apenas a partir da metade
do sdculoxx que medi 1esrigorosas de caracter sticasf sicasdeinstr umentos musicaiscome aram a
ser realizadas [38, 39, 40, 41]. Um artigo de 1947 relatando medi 1es de tempos de decaimento do si-
nal de pianos at@ mencionaainsu ci@Enciade trabal hos semehantes [42]. Neste artigo nfo hA men %
aefeitos causados por no-linearidades. O decaimento do som do piano em dois estAEgios & explicado
pela diferen a de amortecimento de acordo com a freq (Encia, o que tamb@m @ oferecido como expli-
ca® paraavariad do timbre com o tempo. Modulaleslenta s daamplitude s%o explicadas como
podendo decorrer apenas da t(Enue desa na @ entre as cordas compondo 0 tom espec co no piano.

Um dos primeiros artigos a utilizar equa ies nfo-lineares f oi o de Shankland, que investigou a
varia® da freq (Encia com a amplitude da vibra®. Ele apre senta um modelo terico e resulta
dos experimentais [43]. Um outro artigo utiliza um m@todo peturbativo para deduzir equa ies que
tamb@m prev@Eem o aumento da freq (Encia com a amplitude da viéd% [44].

Estes artigos estudam a nfo-linearidade decorrente da vari a% da tens®o da corda conforme o
seu comprimento muda devido a sua deforma®. Na equa® de d ’'Alembert a tens’o da corda @
considerada constante, 0 que signi caria ausEncia de rigicez a extens®o. A equa @ diferencia para
a corda com extremidades xas e com rigidez a extens®o @ dada p or

" . 4
@2y E-- oy * @,

——= = To+— —=  dx —=:
°T 2L, ox X@x2

o (2.23)

Onde a tens?o constante foi substitu da por umafun @ que de pende do comprimento da corda. Este
problemafora estudado por Kirchhoff no nal do sdculo XX, mas os artigos do come o do sidculo XX
nfo costumam citar o seu trabalho [45].

Estes primeiros estudos se concentraram apenas em vibra e s planares, em especial no valor das
freq (Encias, e na dependEncia amplitude da oscila®. Um atigo de 1948 se destaca por relatar
a observa® de outro fen meno nfo-linear: o0 surgimento de v ibrales na dire® ortogona de
excita @, originando um movimento classi cado como tubular [46]. Tanto neste artigo quanto no de
Shankland o experimento foi baseado em os metAHicos for ados por el etromagneti smo.

Os trEs primeiros fen menos mencionados acima s as caracter sticas que mais usualmente se
associa a osciladores nfo-lineares. A resposta for ada do o scilador de Duf ng apresenta tanto os
saltos em freq Encianarespostafor adaquanto o surgimento de componentes harm nicas. A solu @
livre tamb@m apresenta a varia da freq Encia com a amplitude da oscila®. Este oscilador @ um
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modelo muito odil para o estudo de vibra ies no-lineares [4 7, 48], e ser /& apresentado no cap tulo 3.

A pesquisaem vibra ies planares continuou recebendo espec ial aten @ por muitos anos [49, 50]
ad que o modelo nfo-linear e nfo-planar fosse apropriadamente atacado [51, 52]. Estes estudos
nalmente zeram com que se procurasse caracterizar melhor o fen meno. Artigos come aram a
surgir buscando medir as condi 1es para o surgimento de vibr ales ortogonais excita® [53, 54,
55, 56, 57].

Bem no esp rito da @poca, nos anos 1980 ainda buscou-se obsewar regimes caticos na vibra
de cordas [58, 59, 60, 61].

Nestes artigos sobre experimentos relacionados a vibra ie s no-lineares e nfo-planares existem
algumas pol Emicas sobre exist@Encia ou n% de limiares de fpENncia pr xima resson ncia para o
in cio da excita @ dos modos ortogonais, bem como da necess idade de grandes amplitudes para que
as néo-linearidades a orem.

2.2.1 Acoplamento

Acoplamento entre osciladores @ um fen meno relevante em diversosinstrumentos musicais [62].
Uma caracter stica muito importante do movimento de cordas n%-lineares em duas dimensies, @
justamente a possibilidade do surgimento de acoplamentos entre modos de vibrad ortogonais da
mesma freq (Encia. Este regime de movimento foi apresentadopor Anand [54] e por Elliot [63, 48],
e pode ser modelado como um regime t pico de um sistema linear. Podemos considerar como uma
aproxima® linear de um sistema n%-linear, apesar de ser u m sistema linear diferente daguele que
um modelo f sico linear tradicional pode realizar.

Acoplamento linear fraco

Um sistema massa-mola sem perdas, com N massas, @ caracterizado porN eguaies

X X
MaXn = CakXk  Xn = OniX (2.24)
k=1 k=1
onde m, e X, s as massas e deslocamentos [64, p. 118]. Os ¢,k S0 constantes de elasticidade, e os
dnk S0 os valores normalizados.
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Ao substituirmos pela forma de solu 2 conhecida x, = Anel't, temos

2 jre — X jrt
1A't = d, Al (2.25)

(! 2+ dnn)An + drnkAx = 0: (2.26)
kén

Estas equa 1es formam um sistema de equa 1es homog@Eneo dete rminado por

(d+1’DA=0: (2.27)

Os valores de ! podem ser obtidos por uma decomposi % de auto-valores. Est es valores se-
réo as freq Encias naturais de vibrad dos sistema. Os auto -vetores Ay correspondentes a cada
constituem umamatriz A (de elementos Ax) que nos permite escrever a solu 3% como

X=Ap  Xn=Anpre't: (2.28)

Note que estes valores de X, %0 complexos. Nossa solu @ com valores reais pode ser obti dacom o
uso de freq (Encias conjugadas, ou simplesmente pegando apate real de umasolu % com freq (Encias
positivas:

Xn = R Appre'st : (2.29)

Esta solu % pode ser interpretada como sendo uma transform a@ do problema para um espa o
onde temos osciladores independentes com amplitudes e fases determinadas por px. Estes valores
podem ser determinados a partir das condi 1esiniciaisde X e x por exemplo.

No caso de haverem apenas duas massas, com d;; = d,,, temos

n #
du+1® dp g (2.30)
dio dyg + 12 .
122 4 2d, 12+ 2, d%, = (2.31)
p__—
1 = dll dlZ: (232)

Podemos agora substituir os valores de dy, usando os valoresf sicos do sistema, que s°0 a massa
m, e as constantes de elasticidade c;; = ¢ = (K +Kgy) €Cip = €1 = K,. Esta odtima se refere
mola entre as duas massas, realizando o0 acoplamento entre elas. Se zermos k, = 0, teremos dois
osciladores independentes.
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Os valores dos di,, e as freq Encias naturais do sistema s portanto dadas por

k+k K

dpn = 2 dip = ﬁa (2.33)

r__ r
= % 1, = k +m2ka: (2.34)

JAE os auto-vetores formardo neste caso a matriz proporciond a

" #

A= 11 ; (2.35)
11

gue s0 usualmente chamados de modo diferencial e modo comum de vibra@o.

Os movimentos de cada massa ser®o a soma dos modos em um caso € a subtra® no outro.
Podemos transformar isto em modula ies de sen ides. Por exe mplo:

X; = sen(1,t) + sen(!,t) X, =sen(1:t) sen(l,t) (2.36)
1 1 L +1 ! ! L +1
X1 = Sen ! 5 2t + 1 5 2t +sen L 5 %t ! 5 2t Xy, = (2.37)
! ! I +1 1 1 I +1
X, = 2sen 2t cos -t 2t X, = 2C0S °t sen = 5 2t (2.38)

Como podemos ver naequa® (2.34), o valor de k, (relativo ak) @ o que determina a diferen a
entre as duas freq Encias de oscila®. Para vaores pr xim os de k e k,, teremos duas freq (Encias
bastante diferentes, mas de ordens de grandeza pr ximas. Se ka, k,ouk ¥ 0, apenas o modo
diferencia ser/E relevante, e 0 modo comum tender A a um moviento retil neo uniforme.

O terceiro caso @ nalmente o que nos interessaaqui. Se k, ¥ 0, dizemos que 0 Sistema possui
um acoplamento fraco. Segundo a equa® (2.34), as freq Encias naturais serd® muito pr ximas.
Em (2.38) podemos ver que o resultado ser/E uma onda de alta frg (Encia modulada por uma de
baixa.

A gura 2.6 mostra um caso de acoplamento linear fraco. As dua s massas se alternam em sua
guantidade de energia total. Quanto mais fraco o acoplamento, maior o per odo para que hagja a
mAxima transferEncia poss vel de energia duma massa para autra. Dependendo das condi 1es do
sistema, pode ocorrer atd mesmo uma transferEnciatotal, qeiseria o caso da equa @ (2.38).

poss vel perceber neste grAE co que no momento em que as duas massas t(Em quantidades pr xi-
mas de energia, a que est/E perdendo se desl oca adiantada em apoximadamente um quarto de per odo
da que est/E ganhando. costume se dizer que primeira est/E pxando ou empurrando a outra,
apesar de n% ser uma descri % acurada.
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Fig. 2.6: Formas de onda de dois osciladores lineares acoplados.

A seguir mostraremos um outro exemplo de acoplamento linear fraco, e vamos compar/Z-lo com
este exemplo.

2.2.2 Acoplamento param@trico ndo-linear aproximado

No artigo mencionado acima [63], Elliot apresenta uma f rmu la para a tens’o em fun @ do
comprimento dacordadeformada, depoisumaf rmulaaproxim adaparaaenergiadacordaem fun %
da extens®o, e por m deriva equa 1es do movimento utilizand o mec nicaanal tica. Estas equaies
s°0 novamente aproximadas para fornecer f rmulas para 0 mov imento da corda. Nosso interesse @
em identi car se 0 sinal obtido de guitarras el@tricas possui 0 formato previsto por elas.

Naguele artigo existe um pequeno erro, sem import ncia aos d esenvolvimentos te ricos, entre-
tanto. O ap@Endice A trata desta quest?.

O model o apresentado naguel e artigo prevE freq (Encias nfdharm nicas e ligeiramente mais altas
do que o previsto pelo modelo mais simples. Mas 0 mais importante @ que o model o ainda prevE que
0 movimento de cada modo de vibra o ter/ aforma de uma elipse com uma precess®o negativa. As
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f rmulas seriam portanto

u(t) = acos(pt)

v(y) = bsen(pt) (2:39)
x(t) =u(t)cos( t) v(t)sen( t)
y(t) = u(t)sen( t) + v(t)cos( t) (2:40)
x(t) = acos(pt) cos( t) bsen(pt)sen( t) (2.41)
y(t) = acos(pt) sen( t) + bsen(pt) cos( t) '
x(t) = 52cos[(p+ )t]+ 2 cos[(p )] (2.42)

y) =22sen[(p+ )t Zlsen[(p )t

Onde u e v %0 dois osciladores que descrevem uma elipseem um espao de fasese @ avelocidade
da precess®o, com valor negativo. A formula® do sistemaem (2.40) explicitaainterpreta® como
um oscilador €l ptico em um referencial em rota ®o.

As equales em (2.42) apresentam o sistema como uma simples s oma de duas componentes
senoidais, assim como ocorreu no exemplo do par de osciladores acoplados mostrado previamente. A
gura 2.7 apresenta as formas de onda deste sistema. Assim co mo na gura anterior, as duas curvas
sPo facilmente vistas como sen ides moduladas, e podemos pe rceber ainda que h4A uma oscila®
regular da energia de um oscilador para o outro.

0.8
0.6 : B Pl

RIS —
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Fig. 2.7: Formas de onda dos osciladores acoplados de forma nfo-linear

A diferen a entre este caso e 0 anterior @ que n podemos ver umarela® de fases t% simples
como antes. Se analisarmos a defasagem local no momento em que as energias dos dois osciladores
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se igualam, vamos ver que ora os osciladores est® em fase, e ora em fase invertida, ao contrArio do
outro caso em que a cada instante o defasamento era de apenas um quarto de per odo.

Estudar atrget ria no espa o de fases dos dois sistemas gju da muito a compreender a natureza
de ambos. No primeiro caso, do gr/Eco esquerda na gura 2.8, temos o sistema convencional.
O sistema estZ4 iniciadmente vibrando principalmente na die % de uma das massas, com uma leve
vibrad em fase na outra massa. Gradualmente a trget ria s e transforma em uma elipse, que se
fecha atd que a trajet ria se aproxima apenas da dire ® da ou tra massa. Depois disso atrgjet riase
abre novamente em umaelipse, mas girando no sentido oposto daoutra ocasi®. Quando inicialmente
uma das massas est/E parada, a elipse se torna um c rculo entreos dois momentos em que atrajet ria
Se concentra em apenas uma das massas.

A trajet ria no espa o de fases do oscilador acoplado nPo-li nearmente mencionado aqui est/E
direitana gura 2.8. Estatrgjet ria @ limitada interna e ex ternamente por c rculos, ao contr/Zrio da
outra que @ limitada por um quadril Atero. A oscila® possuiuma dire@ de maior import ncia
gue come a alinhada com um dos eixos, depois aponta para a diagonal principal, para 0 outro eixo,
diagonal secund/Eria, e en m aponta novamente paraadire® do eixoinicial.

A curva obtida por uma oscila® €l ptica em precesso posit iva pode ser mais familiar para
alguns. uma curva geralmente comparada com uma margarida. JA esta curva do nosso gr4 co & de
constru @ similar de quando se desenha um pentagrama manu amente, com um tra o cont nuo.
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Fig. 2.8: Espa o de fases de um oscilador linear usual, e o que aproxima o acoplamento n-linear.

Apesar de ter sido deduzida a partir de um sistema din mico com equa les diferenciais no-
lineares, esta solu @ pode ser obtida com um sistemalinear . A forma da solu % sugere isto, sendo
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constitu da por diferentes somas de sen ides de duas freq (Encias. Por outro lado, a rela® entre
as curvas e atrgjet riano espa o de fases n parecem nadafa miliares, como pudemos observar ao
comparar este modelo com o exemplo de acoplamento linear apresentado na subse 0 anterior.

A explica® paraisto @ que apesar das duas trgjet rias calc uladas serem reais, um sistema desta
forma precisa ser baseado em auto-vetores imagin/rios. Se onsiderarmos o formato das equa les
(2.42), os auto-valores precisariam ser proporcionais a

" #
1
i

A= (2.43)

i
1
Se tentarmos encontrar as grandezas f sicas de um sistema de massas e molas com estes auto-vetores,
vamos encontrar valores complexos. Portanto trata-se de um sistema complexo que possui solu 1es
reais.

2.2.3 Funcionamento da guitarra e@trica

As guitarras el @tricas surgiram junto do desenvolvimento c eletr nica, buscando atender ao de-
sgjo de violonistas em tocar para audiEncias maiores. Destabusca resultaram inventos como os Vi-
olies met/Elicos de Dopyera e Beauchamp [65]. Este odtimo mas tarde iniciou a fabrica® de ins-
trumentos como a chamada frying pan, de 1931, e sua empresa posteriormente tornou-se a not ria
Rickenbacker. As guitarras de Les Paul e Leo Fender vieram pouco depois.

importante ainda citarmos o trabal ho pioneiro dos brasile iros Dod e Osmar. A duplafoi inspi-
rada pelo viol% ampli cado que viram em uma apresenta® de Benedito Chaves. Dod erat@cnico
em eletr nica, e juntos eles fabricaram o chamado pau el@tricoem 1942. O famoso trio-el@trico
decorreu deste trabaho [66].

O movimento das cordas da guitarra @ amostrado pel o dispositvo conhecido como captador, que
gera o sina que @ ent% ampli cado para a cria® de ondas acce sticas. O captador @ composto por
um m@permanente com uma bobinaenrolada em volta. O m@serv e paraformar um pegqueno dipolo
magn@tico em cada corda, na regi® logo acima do captador. Paa que uma guitarra funcione, @
necessAErio que suas cordas sejam feitas de material ferromgn@tico.

A bobina atua como uma antena. Quando a corda se desloca na dire @ perpendicular ao plano
do corpo da guitarra, o campo devido magnetizad da corda v aria na regi® onde se encontra a
bobina, provocando uma varia® de uxo magndtico, e uma con seq ente indu % el@trica. O sind
gerado pel os captadores @ portanto proporciona  velocidade com que a corda estZ4 se deslocando na
dire @ perpendicular ao captador [67, 68, 69].

O captador possui uma fun @ de transferEncia imperfeita. Muitas guitarras contdm ainda um
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Itro passivo vari Avel, a@m de um potenci metro para contiolar a intensidade do sinal gerado. Estes
elementos, a@m do ampli cador, in uenciam signi cativam ente no som da guitarra [70, p. 105-
107][71, 72]. Algumas guitarras possuem ainda os chamados captadores ativos, baseados em eletro-
més, podendo ainda possuir prd-ampli cadores internos.

Existe muito pouca literatura acadEmica a respeito de guiteras el@tricas e de seus captadores.
Apenas um dos livros sobre a f sica da maesica e accestica consitados por n s dedicou-se bem ao
assunto [70]. As outras referEncias S0 geralmente trabal tos para disciplinas universit/rias e paten-
tes[73, 74].

2.24 Vantagensdaguitarra el@trica paraa pesquisa

Instrumentos acoesticos geralmente possuem fortes acoplanentos entre a corda e o corpo do ins-
trumento, al@m de complicados Itros lineares entre o ponto onde o sinal @ transmitido pela corda atd
0s ouvidos dos espectadores. Isto pode di cultar muito a anAHise de sinais de instrumentos de corda
para se tentar, por exemplo, determinar amaneira exata com que a cordafoi colocada em movimento.
Um artigo at@ demonstra pessimismo quanto possibilidade de se poder determinar de umagrava @
de viol® ainforma? do ponto exato onde o dedo de um violoni stapuxou a corda[36].

A reverbera® pode ser muito relevante em uma grava® de in strumentos cl Zssicos feita com
microfones. Ela pode ser muito dif cil de lidar em an/Hises fsicas, nfo apenas por ser um Itro
linear muito complicado. A reverbera® de uma sala muitasv ezes varia sutilmente no tempo, o que
pode arruinar mesmo uma tentativa de lidar com ela de maneira estoc/Estica, realizando-se muitas
amostragens de um mesmo sina [75]. Devido a esta di culdade , @ comum estudar-se instrumentos
acoesticos em salas anec icas.

A guitarrael@tricanfo possui nenhum destes problemasrel aivos ainstrumentostradicionais. Seu
sina jA vem naturalmente de um transdutor eletro-mec nicq que poderia ser a solu @ para superar
alguns daguel es problemas citados. Assim s dispensados 0 s microfones e 0 uso de salas especiais.

A maior rigidez na xa? das cordassigni catamb@m queo sin a captado deve ser maispr ximo
do teorizado, com menos acoplamentos mec nicos, e menos It ragens. Isto implica em um sina
menos distorcido, com menos par metros livres a serem regul ados para gjustar o sinal gravado aum
modelo terico.

2.2.5 Indu @ nascordas

Al@m dacapta @ normal que @ feitanaguitarra, @ poss vel ekrair um sinal el @trico de outro ponto.
Quando acorda se desloca pel o campo dos m?s dos captadores, nadire @ paralelaao plano do corpo
da guitarra, uma tens’o @ induzida nas extremidades das cordss. Este sinal pode ser ampli cado e
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utilizado se os m3s forem su cientemente fortes.

Este fen meno @ relativamente bem-conhecido, apesar de pouco explorado [70]. Neste trabalho
mostramos como ele pode ser extremamente odil na capta® do movimento da corda da guitarra na
dire % ortogona quela que @ relevante para os captadores . 1sto nos permite estudar a guitarra em
um n vel de detalhe maior, sem precisar recorrer ao uso de complicados sensores de posi 2. Nos
trEs artigos encontrados por n s que relatam experimentos @m vibra @ de cordas, um utilizou uma
ponte el etro-mec nica [43], e outros dois utilizaram senso res opto-eletr nicos [61][57].

A gura 2.9 ilustraanal todas as vari£Eveis relevantes em nosso trabalho: A posi % em que a
cordafoi tocada, apos % do captador, astensiesinduzida s pelos movimentosnasduasdire 1es, e 0
campo magnidtico aplicado nacorda, que mais rigorosamente akveria ser desenhado como um dipolo.
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Fig. 2.9: llustra® das vari Aveis relevantes.

2.3 EXxperimentos

Os experimentos realizados foram duas an/E i ses de diferents partes do sinal adquirido daguitarra
el@dtrica. No come o hZ& uma boa aproximad do sinal a0 modelolinear. Depois disso ocorrem
transit rios ainda n muito bem explicados. HA en m um per odo mais tardio da vibra® onde @
poss vel detectar modulaes como as descritasnase® 2.2 .2.
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2.3.1 Inciodanota

A an/Hise de um trecho curto e inicial de uma nota @ importantpor ser muitas vezes tudo a que
Se tem acesso em grava les de moesicas convencionais.

O princ pio de uma nota tocada por um moeesico @ geralmente charado de ataque. No modelo
ADSR (ver ap@Endice B) a amplitude @ elevada gradual mente at@ingir um pico, de onde o sinal de-
cai. N® pudemos observar algo como um ataque gradual nas not as que gravamos. Isto era esperado,
JAE que 0 model o matem/AEti co prevE simplesmente que ao soltac@da ela deve entrar em movimento
peri dico imediatamente, j A no per odo da nota que se chamaia de sustenta , ou talvez j £ ode-
camento. Os per odos de ataque graduais observados em instrumentos acaesticos surgem devido
passagem de um sinal de entrada de in cio brusco por um Itro | inear com resposta aimpulso ampla,
0 que atenua o in cio da nota.

S dever amos esperar algo como um ataque se houvessem |tro s com respostas aimpulso longas
no caminho do sina. N% @ o caso de uma guitarra ligada diretamente placa de som adquirindo o
sinal. A gura2.10 traz aformade ondaobtidade umagrava®™ como esta. Podemos ver que aonda
apenas surge bruscamente. Vemos tamb@m que o formato do perodo varia lentamente, indicando
gue existem ou freq (Encias levemente nfo-harm nicas, ou mo dula ies. Neste gr4 co, e nos outros
onde formas de onda %0 apresentadas, a amplitude est/E relatonada velocidade da corda no ponto
analisado por uma constante de ganho que depende de fatores como 0 momento magn@tico da corda,
0 acoplamento com o captador e o ganho do ampli cador. Este ga nho nfo foi determinado nos
experimentos.

O formato te rico da onda deveria possuir apenas impul sos re tangulares de amplitudes opostas e
mesma dura @, separados por momentos de intensidade nula. O processamento deste sinal terico
por um Itro passa-altas de baixafreq (Enciade corte se aproximado formato gravado, como podemos
ver na gura2.11.

O espectro das primeiras 8:192 amostras desta nota est/E na gura 2.12. Foi utilizada uma jarela
de Hamming [76], e a taxa de amostragem era de 48 kHz. A qualidade da grava@ foi muito boa:
para 32:768 amostras @ poss vel distinguir at@ cerca de 30 componentessgpectrais no grA co. Apenas
a partir dos 4 kHz parece haver um ru do branco sobrepujando o sinal. A gura mo stra ainda um
envel ope espectral terico, gustado manuamente. Os par metros encontrados foram pr ximos dos
valores das dist ncias da posi 2 do captador e do ponto em qu e acordafoi puxada.

Mesmo nesse n vel de resolu % espectral nfo foi poss vel ve ri car picos duplos, o que indicaria
haver modula @ das freq (Encias componentes. Para este naanero de pontos, aresolu % @ de 1;46 Hz,
0 gue signi ca que s conseguir amos detectar com clareza mo dulales de ao menos cercade 3 Hz
ou 4;5Hz. Na se % 2.3.2 veremos gque hZ4 de fato modula 1es de menor fre g (Encia.

Para medir as freq (Encias e amplitudes das componentes desa grava®, ao invds de realizar
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Fig. 2.10: Trecho inicial de uma nota de umaguitarra.
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Fig. 2.11: Ondaorigina e ondas sint@dticas.P * C ~ 0;25.

umaDFT e selecionar picos, utilizamos o algoritmo SNTLN (apdEndice C). O trecho utilizado para a
modelagem foi de 200 amostras (0;1 s, aproximadamente 8 per odos da onda). Ao reconstruir aonda



30 Cordasem vibra2o livre

Grava&o
or Modelo

10 +

15 |

—20 H

—25

-30

-35

~40

o 100 200 300 400 200 600 700 800 900

Frequencia [Hzl

Fig. 2.12: Espectro do princ pio da onda gravada, e Itro te rico, ajustado manuamente (amplitude
em decibdis).

apartir das freq Encias e amplitudes encontradas, obtivenros uma SNR de 14dB neste trecho.

A gura 2.13 mostra a onda original, e o erro em rela® onda e stipulada, extrapolada para
mais amostras. Podemos ver um aumento gradual deste ru do, o que sugere que o0 ru do possui
componentes senoidais pr ximas das componentes do modelo. Na regi® do treinamento o erro @
natural mente pequeno, e @ poss vel observar que no setratade um ru do branco, mas de componentes
harm nicas que n% foram levadas em conta. Nase @ aseguir v amos demonstrar melhor que o sina
@ de fato composto por sen ides com modula 1es lentas.

2.3.2 Observa @ de acoplamentos e meio da nota

Nas grava Ies realizadas amostramos os dois sinais da guita rra, o dos captadores, e aindu 2 na
ponta das cordas mencionada acima. Para amostrar o sinal dos captadores foi utilizado um circuito
com um ampli cador operaciona OPA134 [77]. Para o sinal da extremidade da corda, utilizamos
ainda um ampli cador 1 NA114 com um ganho de 34dB (50 vezes). Consideramos utilizar a en-
trada diferencial do ampli cador, masisto no foi possvel porque as cordas S0 aterradas ponte da
guitarra.

A gura2.14ilustraamontagem do experimento. A linhamaisg rossaacima@ a cordadaguitarra.
Abaixo se localiza o captador, com seu m?interno. Um outro m? mais forte cria um campo em
outra parte da corda. Uma das extremidades da corda est/E aterada, e a outra @ ligada ao ampli cador
diferencial, em sdrie com outro de ganho mAximo d&00 vezes. Este @ ligado en m placa de som
do computador paraagrava® dossinais. O captador tamb@m possui um terminal aterrado, e o outro
ligado a um outro ampli cador similar ao secundZerio j A men@nado.

Na gura2.15 podemos ver aregi® do espectro relativaao ter ceiro modo de vibrad de um dos
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Fig. 2.13: Ondaoriginal, e erro de modelagem utilizando componentes no modul adas.

sinais obtidos, mais de dez segundos depois do in cio da nota, e num per odo de dez segundos. Nesta
grava® maislonga, e num regime de vibra® maisregular, @ poss vel observar a exist@Enciade dois
picos muito pr ximos, a aproximadamente 0;4Hz de dist ncia.

Foi realizada umamedi 2o das freq (Encias componentes dest a regi® do espectro utilizando o al-
goritmo SNTLN. Primeiro aplicamos um Itro ao sinal para sel ecionar apenas esta faixa de freq (En-
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Fig. 2.15: Terceiro pico do espectro do sinal obtido.

cias, utilizando um Itro que serZ descrito adiante. Parareduzir o volume de dados sendo processados,
realizamos umamodulado do sina por umasenidede 240 Hz, parareaizar umatransa® do sina
No espectro, e a seguir utilizamos a DFT para criar um sinal mantendo apenas afaixade0 30 Hz.
Asfreq (Encias dos picos encontradas com 0 SNTLN, considerando-se as transforma 1es necess/erias,
foram de 255;31Hz e 255;73Hz.

Utilizando o m@todo de Prony [78], utilizamos estas freq Enias medidas para realizar uma re-
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constru @ no dom nio do tempo da forma de onda desta terceir a componente ltrada. A rela®
sinal-ru do conseguida foi de apenas aproximadamente 10dB. O res duo desta modelagem nPo foi
um ru do branco, mas sim componentes senoidais nfo model ada s adequadamente.

Uma boa forma de enxergar a modula @ dos modos @ realizar uma decomposi % do sinal no
dom nio do tempo utilizando um banco de Itros projetado par a isolar cada uma das freq Encias
componentes, assim como j A realizamos com esta oaica compaente [ 79, pg. 44]. Estat@cnicaemula
o funcionamento de equipamentos antigos como sism grafos. O banco utilizado aqui foi composto
por Itros FIR projetados com funies sinc moduladas, e com suaviza® de LAnczos [76]. Cada

Itro foi centrado na freq (Encia estimada dos harm nicosdo sinal.

A gura 2.16 mostra as sa das do banco para o princ pio danota analisada. Aqui nalmente ve-
mos uma compara @ entre o sinal obtido do captador e das extr emidades da corda. O eixo horizontal
@ o tempo, e o vertical @ simplesmente a amplitude dos sinaisAs sadas do banco para cada fonte
est?® umas sobre as outras. as curvas mais claras, as superiores para cada freq Encia, s% as obtidas
do captador. Asinferiores, mas escuras, s°0 do sinal da extr emidade da corda. Os sinaisforam deslo-
cados para permitir uma boa visualiza @ de forma que cada pa r de sinais relativo a cada freq Encia

cou em torno do noanero daquela parcial. As amplitudes de cada sinal foram normalizadas para
tomar toda afaixa dispon vel.

A gura2.17 @ similar anterior, mas o trecho analisado foi d e dez segundos tomados a partir de
mais de dez segundos do in cio da nota. Neste gr& co o mesmo ganho foi aplicado a todos sinais,
gjustando o sinal com amaior amplitude (o inferior do terceiro modo) para o intervalo mAximo.

Na gura 2.18 podemos ver o espa o de fases desenhado pelos do is sinais obtidos. Foram seleci-
onados pequenos trechos ao longo de dois segundos com o objetivo de avaliar aevolu 2 datrgjet ria
el ptica local no espao de fases. Cada trecho foi colocado seq enciamente, em ordem de leitura.
O ponto indica o na datrget ria para aquele trecho. Os doi s sinais foram normalizados, o que
n?o in uenciana avalia® dadin mica. Como podemos ver, ex iste decaimento da amplitude, inver-
S0 do sentido de rota®, varia® daraz?% de aspecto daeli  pse, e ainda uma precess?o de sentido
constante.

Foram realizadas ainda medi 1es da freq (Encia de vibra® e m pequenos trechos do sinal ao
longo do tempo, utilizando novamente o algoritmo SNTLN. Este processo foi similar ao da cria®
de um espectrograma[80]. A gura2.19 mostraavaria® dafr eq @Enciaeamplitude dos dois modos
transversais para a primeirafreq (Encia, a partir do princpio de uma nota gravada. Podemos observar
o0 decaimento gradual dafreq (Enciacom o tempo. A variad co nstatada, de 87Hz a86;2Hz, @ menor
do que o intervalo de um quinto de um semitom (2% vezes).

Esta varia® de freq (Encia encontrada @ coerente com uma oura medi % relatada na litera-
tura [81]. Tamb@m pudemos observar o decaimento da freq (Ena do terceiro modo. O segundo
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Fig. 2.16: Componentes moduladas do princ pio de uma nota.

modo entretanto n% apresentou variad signi cativade fr eq Encia

2.4 Conclusies

Em primeiro lugar demonstramos a possibilidade de se estudar vibraies de cordas com uma
guitarra el@trica apenas adquirindo os sinais gerados por éa com ampli cadores simples e um mi-
crocomputador. Isto contrasta com os experimentos realizados com instrumentos acoesticos, onde a
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Fig. 2.17: Componentes moduladas a mais de 10 segundos do princ pio de uma nota.

instala % adequada de sensores e 0 uso de uma sala adequada p ara as grava les % muito importan-
tes.

A an/Hise daforma de onda e espectro do trecho inicial de uma gava® de uma nota apresentou
caracter sticas pr ximas ao previsto pelo modelo te rico m ais simples, entretanto n foram realiza-
dos testes num@ricos rigorosos da acuracidade do modelo. Pulemos veri car apenas a varia? das
intensidades dos modos de vibra @ no tempo, o que invalidae ste modelo mais simples paraper odos
longos. A aplicabilidade do modelo de d’ Alembert, mesmo gque paraum curto trecho do sinal, tornar A&
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Fig. 2.18: Trechos datrajet riano espa o de fases obtida pa ra o terceiro modo.

poss vel adetermina de vari Aveisrelacionadas estrut urado sistema, como a posi % do captador
utilizado, e dos pontos da corda em que o guitarrista a prendeu e excitou. Esta an/ise seria similar
a uma existente na literatura, feita com um viold [37], e @ razo/Evel esperar que o sinal de guitarra
ofere amelhores condi 1es.

Pudemos constatar que algumas das componentes senoidais dos sinais gravados sofrem modula-

Ies lentas com o tempo, e ainda ocorre umadiminui % dafreq Enciacom o tempo, mais acentuada

no in cio danota. S0 estas caracter sticas do sinal que se p retende um dia poder medir com preciso
para servir de par metros para sintetizadores de sons de gui tarras [36, 81]. As modula les lentas
das componentes senoidais, al @m dos decai mentos exponenceis, S0 uma caracter stica pouco explo-
rada em sintetizadores. Acreditamos que a import ncia dos efeitos destas varia ies de freq Encia e
modula 1es na percep @ do timbre precisam ser melhor avali  adas.

Por adtimo, demonstramos com sucesso que com um simples proedimento de amostrar a tens?o
induzida nas pontas de uma corda de guitarra em movimento com um m? adequadamente posicio-
nado, a@m da tens’o induzida no captador, podemos obter sireis relacionados vibra da corda
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Fig. 2.19: Medi 1es de freq (Encia e amplitude para o primeir o modo no in cio de uma nota.

em duas dimensies.

Este par de sinais pode ser futuramente estudado para compreendermos melhor o fen meno davi-
bra @ da corda, nos permitindo modelar melhor efeitos como as modula ies e varia les de freq En-
cia. Ossinais amostrados por n s n% seguem exatamenteasf rmulas preditas pelateoria[63], onde
a Area da elipse formada no espa o de fases seria proporciond sua velocidade de precess.
necessAErio encontrar um modelo mais detalhado que possa exficar a incoerEncia entre nossas gra-
vales e ateoria. Em especial, @ preciso realizar uma medi 2 o adequada da rigidez com que so

xadas as extremidades da corda da guitarra, e suarela® co m o movimento. necess/rio tamb@m
desenvolver umamaneirade modelar com mais precis’o o sinal gravado como umasomade sen ides
para testarmos efetivamente a aplicabilidade deste modelo.



Captulo3

Cordasem vibra 2o for ada

Al@m de estudar o comportamento de um sistema agindo livremeate a partir de um certo estado
inicial, como zemos no cap tulo anterior, umaoutraformad e obter informa ies sobre um sistema @
estudar sua resposta quando certas vari Aveis possuem val oes ditos de entrada que 0 determinados
por fontes externas ao sistema.

Em sistemas lineares as respostas for adas s°0 sempre somas ponderadas de convolu 1es dos si-
naisde entrada por fun 1esditas respostas aimpulso. Se umaondasenoidal for aplicadaaum sistema
linear, todos sinais mensurAveis do sistema ser? sen ides de mesma freq (Encia, com defasamentos
e amplitudes relativas amicas e xas para aquelafreq Enciaespec ca, determinados pelas chamadas
fun 1es de transferEncia [82].

No cap tulo anterior j A pudemos observar que o comportamend de uma corda vibrante se desvia
do previsto por um modelo linear. 1sto n @ evidente se considerarmos apenas as modula ies len-
tas constatadas, mas @ inegAEvel ao considerarmos 0 decaimén das freq (Encias de oscila® com o
tempo.

Neste cap tulo relataremos um experimento onde observamos o comportamento de uma corda vi-
brando em regimefor ado. O objetivo @ observar que nosso sigemaem estudo pode de fato apresentar
caracter sticas que claramente no s0 coerentes com model os lineares.

3.1 Modelos matemAZticos

3.1.1 A cordacomo oscilador no-linear

Como jA pudemos mencionar no cap tulo 2, a varia® da tens’o mec nica na corda devido
varia® de seu comprimento quando @ deformada torna o sistema n%-linear. A considera® do
problema completo leva a expressies matem/Eti cas complicadhs, como a equa @ (2.23).

39
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Ao analisarmos 0 modelo linear de uma corda vibrando em um de seus modos de resson ncia,
@ odil estudar um sistema correlato onde uma massa concentrda proporcional massa da corda @
ligada a dois suportes r gidos atravids de duas cordas idea zadas, sem massa e com tens?o constante.
Inspirado por este processo, podemos realizar uma simpli ¢ a% semelhante do modelo néo-linear
completo de umacorda. e considerar asuavibra® em um modo d e resson nciacomo similar auma
massa presa por duas cordas de tens?o vari/Evel. As caractersticas deste sistemasimpli cado devem
ser semel hantes ao que se observar A em uma cordareal.

A gura3.1lilustrao processo de simpli ca® que estamos ut ilizando. No caso da corda linear
@ poss vel demonstrar que cada modo funciona como um oscilagr independente cujos par metros
podem ser obtidos de par metros do sistemarea (massa e constantes de elasticidade e atrito). O que
estamos assumindo @ que de forma semelhante podemos estudarcada freq Encia de resson ncia de
uma corda nPo-linear como possuindo o comportamento de um oscilador no-linear, com uma massa
concentrada e fun @ de elasticidade similar a 0 que se obser va em cordas.

_’

f(x)
-« <4—
_’

Fig. 3.1: Cordareal vibrando em um modo de resson ncia, € mod elo com massa concentrada.

O gque se faz durante o estudo do modelo linear da corda @ consicdrar este sistema com uma
massa concentrada e tens®o constante, e aproximar afun@ d a for a atuando sobre a massa como
um polin mio de primeira ordem.

No caso da tens?o constante, a for a T(x) exercida na massa pelas cordas el Asticas em fun %
do deslocamento x em uma dire @ transversal depende apenas da inclina® ent re os vetores de
for a sobre a massa. Se a tens?o for vari/Evel, afun@ caum p ouco mais complicada. Conside-
rando a elasticidade proporcional deforma® relativa e xtens®o a partir da corda no-tensionada,
encontramos af rmula

FOO) = 2kx + Kl G (3.1)
X? +§
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ondel, @ o comprimento original dacorda,l, @ o comprimento da corda tensionada (dist nciaentre os
suportes) ek = 2AE=l,, onde A @ a Area de se % da corda éE 0 m dulo de el asticidade de Young.
A aproxima® por srie de Taylor destafun % ser/

fXx)= 2 T,

o | X

3 X
—AE - + 3.2
5 3 (3.2)

lo o |,
02 1,=AE :
2 0 I,

(33)

Ostermos de maior pot(Enciaserdo rel evantes apenas sex for su cientemente grande em compara-
% a lo. A intensidade da parte nfo-linear daf rmula (termosdeord em  3) tamb@m & t% relevante
quanto T, for pequena. Isto ocorre quando lp @ muito pr ximo de l,. Note que quando |, = |, temos
To = 0, obtendo uma fun 2o de for a muito n%-linear.

A diminui % das imperfei 1es na vibrad de cordas com o0 aum ento da tens’o & algo j & bem-
conhecido. Pianos com cordas mais longas podem ser a nados ¢ om maiores tensies, 0 que melhora
aharmoniaentre as parciais, geralmente pelaameniza® do s efeitosdarigidez dobra[83].

Um fato importante sobre a equa® (3.2) @ que a fun@ de for an-linear @ do tipo dura,
aumentando al@m da aproxima o linear para valores grandes de x. Muitas vezes em cursosdef sica,
a0 se apresentar a equa ® de d’ Alembert, a tens’o @ consider ada constante e uma fun 2 trigono-
m@trica que aparece na f rmula da for a @ aproximada por um pdin mio de primeira ordem. Este
model o seriamuito errado para grandes amplitudes, porgue esta aproximad considerariaumafor a
de retorno mole. Esta caracter stica @ encontrada por exemplo no clAssico problema do pEndulo,
onde o per odo da oscila % aumenta com a amplitude.

No limite deste model 0 onde atens?o @ constante e afun 2o tri gonom@itrica @ tomada como fonte
da n%o-linearidade em grandes amplitudes, f(x) ¥ 2T, quando x ¥ 1., enquanto que no modelo
correto af rmulatende a se aproximar de um polin mio de prim eira ordem.

3.1.2 Equadodiferencial

Estabelecidaafun @ de for ade restaura® n%-linear de  nosso sistema, podemos agora escre-
ver asuaequa o diferencial:
x+ X+ f(x) =Fcos!t: (3.4)

A for a el Astica @ omica nPo-linearidade deste sistema. Umaputra modi ca® que se rediza em
alguns casos @ a considera® de um fator de decaimento  dependente de x [47]. A excita®
considerada aqui @ simplesmente umafor a senoidal de amplitude F e freq Enciaangular!.

Por serem intrinsicamente mais dif ceis de analisar, sistemas n®-lineares como o desta equa®
levaram mais tempo para serem melhor compreendidos do que se levou para sistemas lineares. Al@m
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das di culdades alg@bricas, sistemas nfo-lineares S0 mai s diversos, e as descobertas feitas em um
caso nem sempre g udam na pesquisa de outros.

A descoberta de atratores estranhos e regimes caticos em si stemas din micos no-lineares atraiu
a aten % de muitos cientistas para 0 campo. Como resultado, muitos associam regimes ca ticos com
sistemas nfo-lineares, e regimes quasi-peri dicos apenas com sistemas lineares, deixando um pouco
sem aten 4 o caso de sistemas n?0-lineares em regimes semi- peri dicos. este tipo de regime que
estudaremos aqui.

Se comparado ao model o mais preciso que poder amos utilizar, j A realizamos at@ aqui as seguintes
simpli cales:

Estamos considerando apenas um modo de vibra @, sem acopl amentos com outros modos.

Estamos considerando uma for a de retorno que nfo @ exatame nte a que ocorre em uma corda
durante uma vibra@ normal. Entretanto, ela ainda @ umafor a dura, e depende de fatores

f sicos sabidamente relacionados ao surgimento de fen men os n%-lineares, como a tenso
inicial da corda e amplitude relativa ao comprimento da corda.

Estamos considerando apenas uma excita® senoidal de fre g (Encia pr xima ao modo de vi-
bra® em estudo. Este sinal n nos permitir& avaliar toda a realidade da din mica da corda
de umaguitarra. Nosso objetivo, pordm, @ apenas realizar unexperimento que revele a neces-
sidade de se considerar fen menos nfo-lineares. Apesar de s er saidamente uma simpli ca®
de um modelo mais detalhado, nosso model o ainda @ mais detallado do que o linear.

Nosso objetivo @ considerar 0 modelo nPo-linear mais simples possvel para nosso sistema, e
tentar detectar fen menos previstos por ele que n sejam ex plicados por modelos lineares.

3.1.3 Oscilador de Duf ng

Como jA mencionamos, ao estudarmos osciladores com for as @ recupera® no-lineares vi-
brando em amplitudes pequenas podemos fazer uma aproxima? o dafun @ dafor acomo umasdrie
de Taylor, e considerar apenas uma aproxima?o linear, por e xemplo. Tamb@m podemos considerar
uma aproxima? polinomial de baixa ordem. No caso de umafor asim@tricaa menor ordem &8, o
queresultaemumaf rmula f(x) = x+ x3,com >0 Quando > 0,temosumamola dura,
gue camaisforte paragrandes extensies, epara < 0, amola@ mole, tornando-se mais fraca.

Este sistema com for a de retorno sim@trica polinomial de ordem 3 foi investigado por Duf ng,
guefez aprimeiracontribui @ signi cativaparaseu estud 0[47, cap. 4]. Ele desenvolveu um m@todo

YExistem sistemascom < 0, masisto no nosinteressa aqui.
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iterativo para buscar a solu @ da equa@o diferencial, con struindo uma equa@ onde o lado direito
se assemelha a um simples Itro linear de primeira ordem (agu i sem perdas), e as parcelas restantes
v3 parajunto dafor a externa:

Xne1 + 1%Xne1 = (12 Ixp X2+ Fcos!t (3.5

X3 = Acos(1t): (3.6)

A primeira aproxima® @ uma sen ide com amplitude A. Cada resultado intermedi Zrio possui mais
harm nicos, gerados pelo termo caebico. Pode ser provado que o resultado ter A apenas cossenos.

N@ vamos entrar em maiores detalhes sobre o processo. A conclusfo apresentada por Duf ng
leva a equaies onde a amplitude de cada termo depende de A e de ! de maneiras no-lineares.
Utilizando um artif cio matem/Zetico sem signi cado f sico dreto, afreq (Enciatamb@m @ colocadaem
fun % desta amplitude. Isto permite interpretar melhor o r esultado.

poss vel determinar para este oscilador umafun@ simila r sfun iesdetransferEncia de siste-
mas lineares. Estafun @ pode ser obtida a partir do que seri aarela® entre A e ! no caso linear,
deformando-a. A partir da seguinte arela® encontrada por Duf ng:

3 F
12 = +7 A? X (3.7)

plotamos no primeiro gr& co da gura3.2 ardla® entre A e 12 considerando s as duas primeiras
parcelasde (3.7), earela® considerando s acdtimaparce la. A primeiracurvad apar/Abola direita.
As outras curvas o hip@rboles, devidoal? = F=A, paradiferentesvaloresde F.
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Fig. 3.2: Constru @ das curvas de resposta em freq (Encia.

Ogr/Eco direitada gura 3.2 @ simplesmente a soma da parAbba com as outras curvas, consi-
derando A como a abscissa. O resultado s0 curvas que atendem rela® (3.7). Por m, se agora
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tomarmos o m dulo da amplitude, e plotarmos o gr&£co em fun@ o de ! ao invds de!?, teremos
como resultado a gura 3.3.
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Fig. 3.3: Respostas em freq Encia do oscilador de Duf ngcom > 0.

Este gr/E co se assemelha com o que se esperaria num oscilador linear, pordm com o pico de
resson ncia entortado para a direita. No caso < 0 a distor % seria para a esquerda. Podemos
imediatamente observar as diferen as com rela® ao caso li near. Numa fun @ de transferEncia
convenciona temos apenas um valor possvel de A paracada !, e avaria® de F apenas altera a
escala. O gue observamos aqui &, em primeiro lugar, que mudarF nos fornece curvas diferentes.
Em segundo lugar, para ! su cientemente grande n s temos at@ tr(Es valores deA que deveriam ser
vAHidos. Isto imediatamente nos impede de poder dizer de imdiato qual serZ a amplitude registrada
uma vez que sailbamos afor a e afreq Encia aplicadas.

Na prAEtica, a curva com valores intermedi Arios d& nPo representa estados est/AEveis. Ou sga,
feita a excita® com uma freq Encia su cientemente alta, e Xistirdo dois modos de vibra@ em que
0 sistema poder 4 operar.

Se considerarmos uma parcela de perdas na equa @ diferenci al, nPo teremos mais a extens®o ao
in nito querepresentao caso deresson ncia. A curvacruzar iacontinuamente aregio daresson ncia,
formando aindauma concavidade. Isto impieum limite defreq Enciasuperior paraaregi® com dois
modos de vibra@ poss veis. Assim tanto para baixas quanto para altas freq (Encias teremos apenas
um modo possvel, como no caso linear. A diferen a surgir/ aenas ao cruzarmos uma das duas
freq GEncias limiares pr ximas ao pico de amplitude.
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A transi % de um modo de vibra @ para o outro, quando @ poss vel, estZ relacionada com uma
/Erea de estudos dentro dateoria geral de sistemas din micos chamada teoria das cat/Astrofes.
Uma boa forma de interpretar a constru % desta curva de resp osta em freq (Encia @ reescrever a

equa? (3.7) como

ASZ +A 12 F=0: (3.8)

A curva @ desenhada pela posi @ dasrazes de um polin mioem A paradiferentesvaloresde I. As
regiles com solu % cenica 0 aquelas em que um par dasrazes setornam complexas.

O experimento que realizamos @ tradicionalmente feito com &se tipo de sistema. Trata-se de
medir aamplitude enquanto se varialentamente a freq (Enciade oscila 2 pelaregi daresson ncia.
Desta forma se pode observar a passagem de um modo de vibra® para o outro quando o sistema
passa de ter duas solu 1es poss vel para apenas uma. Se zerm 0s isto ciclicamente, cruzando os li-
miares, vamos observar uma histerese no processo. Quando diminuirmos afreq (Encia, observaremos
amplitudes de valores menores do que quando utilizamos a mesma freq (Encia anteriormente [51, g.
1].

3.2 Experimento com arespostafor ada

3.2.1 Montagem do experimento

Ao considerarmos estudar a resposta for ada em uma corda de g uitarra e @trica, procuramos por
uma forma simples de atuador para excitar o sistema, e decidimos testar a for a provocada por uma
corrente el@trica passando sobre um o metZlico em um campo nagn@tico. Este fen meno @ hoje
entendido atravds dafor a de Lorentz, mas @ conhecido desdeo sdculoxviii [84, Art. 489].

Este m@todo para a excita® de cordas @ bastante comum na lieratura, sendo utilizado pela
maioria dos artigos estudados por ns [57, 60, 43]. A omica exce % utilizou um atuador colado
corda [61]. Todos estes artigos investigam entretanto a vibra @ de cordas de maneira gendrica, em
aparatos constru dos para isto. N encontramos na literat ura relatos de um experimento como o
nosso, medindo a resposta for ada nas cordas de uma guitarra.

A gura3.4 traz um esquemada montagem do experimento. O comp utador geraum sinal senoidal
que @ ligado aum ampli cador de potEncia cuja sa da @ ligada extremidade da corda presa ao brao
da guitarra. A outra extremidade @ aterrada, fazendo passaruma corrente el@trica pela corda. O

m@ cria um campo que faz com que o trecho da corda sob o campo seja for ado em movimento
transversal. O captador funciona normalmente, e seu sinal Padquirido pelo mesmo computador
utilizado na gera® do sinal de excita®.
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Fig. 3.4: Montagem do experimento para estudo davibra® da cordafor ada por umasen ide.

3.2.2 Testespara o projeto do atuador

Para utilizar este m@todo foram feitos antes testes para deerminar a intensidade de corrente que
seria necess/ria. Antes de mais nada, medimos as resist(Enas el @itricas das cordas, e o valor encon-
trado para cada uma delas foi de aproximadamente 1;4 , apesar da varia® de di metro.

Testamos ent? aplicar pequenos pulsos de corrente, ligand o as duas extremidades de uma corda
abaterias de 9 V e afontes com limita@ de corrente de 1;5 A. Nenhum efeito foi observado nestes
casos. Atd ent?, contAEvamos apenas com 0s campos magndtisalos m3s dos captadores, que al@m
de terem se provado muito fracos para esta aplica @, possue m a desvantagem de serem geralmente
mais de um em cada corda, criando um campo complicado sobre elas. possvel gque captadores
ativos sejam capazes de criar campos fortes o su ciente para esta t@dcnica.

Provou-se vantajoso ana o uso de um forte m? de neod mio pa racriar o campo magn@tico. O

m@ utilizado por n s possu aformato de ferradura, e ainda p rendemos a ele uma pequena chapa de
metal ferromagn@tico, formando uma fenda de aproximadamerte 6;4 mm com campo supostamente
uniforme, onde pudemos posicionar a corda. Al@m de produzirum campo forte e concentrado, este

m@ pode ainda ser colocado em diferentes posi 1es sobreaco rda. A se® do m2possua 6;6 mm
de largura ao longo da corda, e 11;0 mm nadire @ ortogonal.

Com este m?@ poss vel sentir com os dedos um leve empurr? da corda ao aplicar uma fonte de
tens?o apropriada. Baterias de 9V parecem possuir umaresist(Encia de sa da ata demais paraiso.

Decidimos a seguir testar o uso de umafonte senoidal parafor ar a corda, com esperan a de que
ao menos algum modo de vibrado ressoante pudesse ser excita do, mesmo que lentamente.

Para este teste recorremos a uma simples tomada da rede el @trca como fonte de sinal senoidal de
60 Hz capaz de suportar altas correntes. Utilizamos um transformador parareduzir o n vel de tensfo
ad3;46 Vims € 0 ligamos tomada atravds de um dimmer para | mpadas el@tricas convencional,
baseado em um tiristor. As extremidades da corda foram ligadas ao secund/Erio. A corda utilizada
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neste experimento, assim como em praticamente todos outros deste trabalho, foi a mais grossa de
todas, que @ geramente anadaem 82 Hz. Por isso reduzimos um pouco a tens?o (mec nica) da
corda para que o primeiro modo de vibra @ fosse de aproximad amente 60 Hz.

Ao ativar o dimmer e permitir atransmiss?o de potEnciapudemos veri car umavibra?o nacorda,
chegando visivelmente a quase um cent metro de amplitude pico-a-pico. Detectamos ainda com um
mult metro que umatens®o (el @trica) em torno 1;5 Vs bastou para conseguir vibra ies satisfat rias.

3.2.3 Projetodo atuador

Conhecendo o nvel da corrente necess/ria para causar vibraes amplas na corda, iniciamos
0 projeto de um ampli cador que suportasse a tarefa. Conside ramos uma cargade 4  no projeto
porque @ um valor usua em projetos de ampli cador de pot(Enca para Audio, e ainda porgue previmos
apossibilidade de utilizar um resistor em sdrie corda paramedir indiretamente a corrente.

Considerando esta carga, e uma corrente rel ativamente elevada de 2;5 A, s, NEcessitar amos por-
tanto de um ampli cador que pudesse suportar at@ 25 W. Decidimos construir um ampli cador base-
ado no microchip TDA2050 [85], que se reputa suportar atd35 W.

O ampli cador contou com umafonte de pot@Enciasim@trica, costru dacom doistransformadores
de 15V ms € 2 Arms, reti cadores de onda dupla e reguladores de tens?o vari £Eveis LML50 [86]. O
circuito constru do com o ampli cador foi muito similar ao s ugerido pelo fabricante, com apenas
peguenas modi cales. O equipamento foi por m montado dent ro de uma caixa met/Alica

O projeto como um todo estA bem ao alcance de qualquer entusigta de eletr nica, e @ uma boa
sugest?o de constru 3 para qualquer um gue busgue criar um s istemasimilar ao descrito aqui.

Esse ampli cador foi anal ligado sadadeumaplacadesomd e um computador pessoal, utili-
zado para sintetizar os sinais para excitar acorda, e aindaparagravar o sinal induzido no computador.

3.24 Programaparagerar senides

Tanto este experimento quanto outros presentes neste trabalho necessitaram de um gerador de
ondas senoidais, como @ usua em laborat rios de eletr nica. Decidimos implementar um gerador
destes em um computador, com um programa com interface gr/ .

A interface, na gura 3.5, foi feita com GTKmm [87], e conta co m um controle deslizante de
freq (Encia e um de amplitude, que podem se controladas tamb@h digitando-se os valores ao lado.
Ouitras duas caixas permitem modi car os limites do controle de freq (Encia, e o odtimo elemento da
interface controlaum Itro IR de primeira ordem para suavi zar avaria® dos par metros.

O programafunciona com o sistema JACK [88]. A snteseda sen ide @ feita utilizando vari AEveis
tipo ponto- utuante, a partir de rota @ de vetores.
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Fig. 3.5: Interface do sintetizador. A foto de (Theremin) atrai boasvibraes. ..

3.25 Resultados

Realizamos com uma corda em uma guitarra o experimento descrito acima: passamos uma cor-
rente senoidal pela corda, com um ma2 provocando o seu desloc amento, e gravamos o sina obtido
convenciona mente atrav@ds de um dos captadores do instrumento.

A cordafoi anada para uma nota mais baixa, paraintensi car anf-linearidade e permitir uma
melhor observa@ do fen meno. O segundo modo de vibrad fo i o que se revelou o mais fAcil de
investigar. Outros modos requeriam mais for a e precis®o pa ra uma observa @ clara daresson ncia.
Dada umaamplitude razo/Evel, @ fAcil notar os nodos se form@mna corda, o que nos d4 a certeza de
qua @ o modo de vibra em quest®.

N@ pudemos obter em nossos experimentos a ocorrEncia do chamado modo de vibra o tubular.

A corda quase sempre parecia se deslocar apenas no plano perpendicular ao campo do m2 Notamos

inclusive que parece haver uma tendEncia da corda se posicioar neste plano mesmo quando elan®

est/E sendo for ada, totalmente livre. Por exemplo, ao colo@ o campo enquanto a corda vibra em
regime nPo-for ado, pudemos observar que elase alinhaao pl ano ortogonal ao campo. N4 soubemos

ainda explicar o motivo disso. Mas enquanto o m@ parece visi velmente restringir os movimentos da
corda, nPo pudemos notar qualquer in uEncia deste alinhamento no sina obtido. O experimento
foi realizado tanto com este plano paralelo aos captadores, e ortogonal, e n% observamos nenhuma
diferen anos resultados.

Analisando as grava les, foi constatado que conseguimos de fato reproduzir o fen meno espe-
rado, dos saltos ou colapsos do sistema passando de um modo de vibra 3 para o outro. Constatamos
ainda uma histerese naresposta varia® c clicadafreq (E ncia
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Repetimos por 8 vezes a passagem da freq Encia pelo ponto de resson ncia. A freq Encia foi
variada em incrementos de 0;1 Hz. Pudemos ouvir nitidamente transit rios ao ultrapassar a r egi®
tanto aumentando quanto reduzindo a freq Encia. A freq (Enca superior em que isto ocorreu, ao
se elevar a freq (Encia foi em m@died8;8 Hz, com desvio padrdo de 0;35. Mais medi 1es seriam
necess/rias para se determinar melhor a distribui 2 estat stica das freq Encias dos saltos, mas3 de
nossos 8 casos foram no valor maior registrado, de 99;1 Hz. O previsto pela teoria seria justamente
umadistribui % muito concentrada no valor mAEximo, com um noanero gradua mente menor de casos
de saltos em freq (Encias menores. Os saltos prematuros se devem aru dos no sistema, ou avariales
muito bruscas, por exemplo.

O vaor encontrado paraafreq Enciainferior de saltosfoi ae92;2 Hz, com desvio padréo de 0;59.
Neste caso a tendEncia de concentra® nos valores menores foi menos clara, mas lembramos que
estatrans % @ bem mais dif cil de se perceber acusticamente, sendo mais lenta e sutil.

Estas medi 1es dependeram apenas da percep @ auditivado e xperimentador, e sua capacidade
em julgar aocorrEnciadetransi e diferen ano timbre do sinal amostrado. Entretanto, foram ainda
realizadas medi 1es num@ricas nos sinais para obter result ados mais rigorosos.

O sinal gravado foi tomado apartir dasa dausual daguitarra, ampli cado por um circuito baseado
em um OPA134 [77] nacon gura nPo-inversora. A freq (Enciafoi variad aem torno daregi® do
segundo modo de resson ncia at@ ouvir-se a transi % no timb re, quando ent® mudou-se a dire %
de varia® ap s aamostragem de uma margem. O resultado seen contrana gura 3.6.
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Fig. 3.6: Resultados de dois processos de medi % da amplitu de e freq (Encia.

Ambos gr4 cos s0 resultados deste processo, tomados em diferentes ocasiles. O ganho do
ampli cador foi variado entre estas medi 1es. Para produzi r estes gr/E cos, 0s sinais gravados foram
reamostrados para uma taxa de 2:000 amostras por segundo e janelados em trechos de 128 amostras
(64 ms). Foram selecionadas uma a cada 100 janelas para se analisar. Cada um desses trechos do
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sinal foi modelado como uma sen ide pura, com amplitude, fre q Encia e fase obtidas pelo algoritmo
SNTLN. Por m, os m dulos e freq (Encias encontradas para o0 se gundo modo de vibra@ foram
plotados na ordem em que foram encontrados no sinal, dando origem auma curvasimilar prevista
para um oscilador de Duf ng.

No primeiro gr4 co foram removidos dois pontosoutliers, que adquiriram valores estranhos por
se tratarem de trechos do sinal amostrados 1ogo ap s o salto m aisintenso. Estes trechos possuem um
batimento muito intenso, e 0 algoritmo nfo estava gustado p ara procurar uma onda desta forma.

Al@m deste modo de vibra® foram feitas anAElises super cias de outros modos, onde foram
observados comportamentos similares. Fizemos umagrava? o daguitarrasubmetidaaumavarredura
lenta na freq (Encia, e @ poss vel ouvir transit rios confoime as diferentes freq (Encias de resson ncia
§%0 ultrapassadas. possvel perceber maisde 5 modos. Esta mesma an/Hise foi feita ainda com a
cordatensionada em um n vel usual de opera?, e ainda @ poss vel ouvir ostransit rios, o queindica
gue o aumento de tens?o ainda n @ su ciente para eliminar os efeitos da n-linearidade.

3.2.6 An/Elisedosresultados

Podemos observar nos grZE cos obtidos uma histerese no sentido horArio, o que implica em um
valor positivoparao a0 modelarmos o sistera como um oscilador de Duf ng. Este res ultado est/E
de acordo com o decaimento na freq (Encia de vibra® no come o da nota constatado no cap tulo
anterior. A amplitude de vibra® dacordatende acair comot empo devido perdadeenergia eo
positivo implica exatamente em umadiminui % dafreq Enci a de vibra natural com aredu % da
amplitude. Um  negativo provocaria um aumento da freq (Encia.

Seria interessante obter estimativas para os valoresde , e F, e mesmo para a constante de
amortecimento . Umaformade tentar fazer isso seria, por exemplo, buscar gjustar val ores encontra-
dos nacurvamedida equa® (3.8).

No ponto onde ocorre a transi % durante a redu % de freq En cia este polin mio deveria apre-
sentar umaraiz dupla, localizada sobre a menor amplitude. Um polin mio do terceiro grau com uma
raiz dupla possui aforma

(A a)(A b2=0 (3.9)
A A’(a+2b)+ Ab(b+2a) ab’>=0; (3.10)
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ondea @ umaraiz, eb @ araiz dupla. Se aplicarmos esta equa 2 para nosso modelo, teremos

8

> a = 2b

>( !2)=% = b(b+2a) : (3.11)
- F=2 = ap’

Deve ser poss vel partir de relales como estas e gjustar a cu rva encontrada ao modelo de Duf ng.
Em nosso caso podemos imediatamente constatar que os valores encontrados paraa e b no primeiro
gr/E co da gura 3.6 nPo parecem seguir arestri @ jaj = 2jbj. Este erro pode ser devido necessi-
dade de se considerar o0 modelo com perdas. JA no segundo grAE@ os valores de a e b nem mesmo
puderam ser observados, indicando ou umafalha narealiza? o do experimento, ou a necessidade de
se considerar um modelo maisrico.

Para realizarmos uma an/Hlise deste tipo utilizando os val oes medidos na segundatransi o seria
de nitivamente necess/AErio utilizar um modelo com perdas. Isto tamb@m nos permitiria utilizar a
medi % dadiferen aentre as freq Encias de transi  para encontrar 0S par metros.

N@ pudemos encontrar umaf rmulaparecidacom adaequa ( 3.8) que levasse em considera
% o fator de atrito  , impedindo que realizAssemos a nal um gjuste de par metros que pudesse nos
fornecer por exemplo uma estimativadosvaloresde e comrela®oa F.

3.3 Conclusies

Demonstramos com sucesso a possibilidade de se detectar fen menos de natureza néo-linear em
uma guitarra el@trica. Os resultados s%0 coerentes com fen menos observados no capitulo anterior,
e ainda com relatos dispon veis na literatura [52, 51, 48, 57] que utilizam o modelo de Duf ng para
a corda em resson ncia. N3 estudamos entretanto o fen meno do acoplamento entre 0 modo de
vibrado excitado com o modo de vibra @ perpendicular, ou e ntre modos de diferentes freq (Encias.

Nossa medi % foi realizada em uma guitarra el@trica convencional, necessitando apenas do uso
de um m@ um computador pessoa e ampli cadores de sinal e de pot(Encia. Acreditamos que este
experimento apresentado pode ser estendido para se medir caracter sticas da guitarra como a exi-
bilidade dos suportes das cordas, e as constantes de rigidez dobra e a extens®o. Pode ser poss vel
encontrar algumarela @ entre valores mensur/Zveis pel 0 experimento, como adiferen aentre as duas
freq Enciasdetrans 2o, e caracter sticas relevantes para o timbre durante aexecu @ do instrumento,
como ainarmonicidade e a taxa de decaimento do valor das freq (Encias.

Experimentos similares podem ser realizados em instrumentos como pianos, que possuem cordas
metAElicas. Paratornar os resultados mais rigorosos, seriaainda necess/rio considerar o aumento da
temperatura da corda durante o experimento, al@m dain u@Entados m?3s no movimento da corda.



Captulo4

Filtro EI@trico Passivo

O sinal el@trico gerado pelo captador apartir do movimento @s cordas passa por um Itro el@trico
passivo antes de ser recebido por qualquer aparelho em que seligue umaguitarra. Estes Itros podem
ser relevantes para o timbre obtido por uma guitarra. Basta que as razes se encontrem na faixa
espectral do sina gerado pelas cordas.

Existem poucos relatos de medi 1es das caracter sticas des tes Itros. O professor Steven Errede
da UIUC dZ cursos sobre a f sica de instrumentos musicais, e f£ fez medi 1es de captadores como
parte destas aulas [72, 67, 71]. Existem ainda pequenos fabricantes de guitarras que publicam inde-
pendentemente artigos sobre o assunto [89].

4.1 EXxperimento Proposto

Para medir as caracter sticas dos captadores, projetamos um circuito para realizar uma amostra-
gem da fun @ de transfer(Encia entre uma tens?o aplicada na sada de sina da guitarra, e a corrente
resultante. Este processo seriaumamedi %0 daimped nciad esadadaguitarrase o circuito possu sse
apenas componentes em s@rie.

O circuito do ampli cador utilizado no processo ( gura4.2) @ baseado em um ampli cador ope-
racional ligado em con gura® nfo-inversora. A guitarra@ ligada atrav@ds de um cabo, como num
ampli cador comum, e @ representada pelo bloco H(s) na gura. Astensiesde entradaesada, Ve e
Vs, S0 gerada e gravada pela placa de som do computador.

Analisando a fun @ de transfer(Encia deste circuito podemos determinar as caracter sticas do

Itro da guitarra, e encontrar indiretamente o Itro que atu a sobre o sina durante o uso normal do
instrumento. O modelo el@trico utilizado para representaro captador foi 0 modelo convenciona para
um indutor baseado em um o enrolado ( gura4.2). Asimperfei 1esinseridas S0 umaresistEncia
em sdrie indut ncia, e um capacitor em paralelo. O resistor vari/vel em s@drie a um capacitor @ um

53
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Fig. 4.1: Circuito para determina @ da fun @ de transfer(e ncia.

Itro criado com componentes discretos, usualmente coloca do nas guitarras em paralelo ao captador.
Por adtimo hA um potenci metro que permite regular aamplitde do sinal de sada.
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Fig. 4.2: Modelo do Itro da guitarra, destacando o captador .

O transformador Tcap € a corrente leorga S0 0S correlatos el @tricos do verdadeiro processo que
ocorre, que @ o deslocamento da corda magnetizada causando umavariad de uxo magn@tico dentro
do indutor. A corrente modela a posi % da corda, e atens®o na entrada do transformador representa
a sua velocidade. Este modelo el@trico de um fen meno mec ni co @ usua no estudo de transduto-
res [90]. Poder amos explorar mais essa tdcnica, construirdo um modelo el@trico para toda a corda,
por exemplo [91]. Mas aqui queremos apenas indicar afonte do sinal da guitarraquando ela @ tocada.

Em nossas medi 1es o resistor do Itro foi colocado em seuval or mAximog00k ), assim como
o resistor de volume (500 k ). O capacitor C; foi considerado como um curto nas medi 1es a seguir.

O valor daresistEncia dos captadores pode ser facilmente obido com uso direto de um mult me-
tro. No instrumento que analisamos, o valor obtido para o captador perto da ponte foi de 5;15k , e
para o captador perto do brao obtivemos 5;32k . Ativando a chave da guitarra na pos 2 interme-
diAriaobtivemo®;63k , pr ximo do valor esperado considerando que os captadores s 0 ligados em
paraelo.

A fun @ detransferEnciado circuito completo, considerando este model o paraaguitarra, omitindo-
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se o controle de tom, @

Vs R
==k 1+ 4.1
V. HS) @D
22 R 1 1 1 Rc 1 1 1 1
V SFS Lfe RTROTLEG RTRTR
V—S :kRC4 L C R R - C R 5’ (42)
e S+

onde k @ um ganho inserido pelaplaca de som, e as outras vari AEveis §'todas val ores de componentes
dos modelos. Se considerarmos o0 Itro RC, sfo inseridos um no vo p lo e um zero, resultando em

h i
3 2 Re 4 1 1 0141 41 Re 1 1,1 4, 1
s + S h Le tra TS RTrRTR L.Cc ReCt R 'l" R TR
Re 1 1 1 1 1 1 1 1 R
+ Re: L 4242 42 4+ Z + - 4 Sc
Vs KRC S Lc R TRTR TR CIRtCt R ' Ry & L¢
Ve B Rc 1
S+ Lc s+ R¢Ct

(4.3)

Um primeiraforma que experimentamos paraamedir afun @ de transferEnciafoi jogar um ru do
branco no sistemace utilizar o algoritmo RLS[92] para obter arespostaaimpulso. O programacriado
foi feito em C++, com as bibliotecas JACK [88] e GTKmm [87], e operaem tempo real . Este
programa n% trouxe benef cios para n s j A que visAEvamos preis’o de medi %o, e n0 opera® em
tempo real .

A fun % de transferEncia foi amostrada en m da seguinte for ma: Tanto a entrada quanto a sada
do circuito foram ligados aum computador. Um sinal de excita @ foi calculado, armazenado, e ent®o
executado pela placade som. O sinal de sadafoi gravado simultaneamente a esta execu 0.

Realizadaagrava @, calculamosent®o aDFT dossinaisorig ina egravado. A diviso do espectro
do sinal gravado pelo do original fornece um vetor com o valor estimado da fun @ de transferEncia
em diferentes freq Encias.

O sinal de excita® utilizado foi umavariad do time-streched pulse de Aoshima[93][94], com
16:384 amostras, executadas a48 kHz. Foram executados tr(Es pul sos seguidos, e depoi s sel ecionenos
16;384 pontos intermedi Arios da grava @ para anfelise.

Como medida de redu  de ru do, foi feita uma opera® no dom nio do tempo. Cada Itro
obtido foi transformado, originado sua resposta a impulso no tempo. Ao visuaizarmos uma destas
fun 1es num gr/ZE co logar tmico ( gura 4.3), @ poss vel perc eber que a partir de um certo momento
existe um sinal de amplitude constante que se superpie aum si nal de decaimento exponencial.

A an/Hise deste sinal leva suposi % de que o sina constante @ o ru do a ser removido, e que
o sina com decaimento & a resposta a impulso desgjada. Ent?% simplesmente sel ecionamos o ponto
aproximado em que a amplitude do ru do supera a do sinal, e zeramos os valores a partir daquele
ponto. Manter muitas amostras resulta em um espectro aparentemente mais ruidoso. Manter muito



56 Filtro El@trico Passivo

10000F

1000

100F

Ampl i tude absol uta
'_\
o

=Y
T T

i

000 10000 12000 14000 16000
stras

0_1: i Ml“

2000 4000 6000

(

Fig. 4.3: Resposta aimpulso de um dos Itros estudados, em va |ores absol utos.

poucas faz surgir um ripple acentuado no espectro. Esta opera® busca um equil brio en tre estas
imperfel 1es.

Depoisde modi car arespostaaimpulso, realizamosaDFT nov amente, obtendo osvalores nais
das medi 1es. Estes espectros foram ainda posteriormente d ivididos pela fun @ de transferEncia da
placa de som, obtida ligando-se a sua entrada diretamente sada, e realizando-se a medi 0. Esta
fun @ est/AE apresentadana gura4.4. Nestecaso o Itro erab astante plano nafaixade interesse, mas
este passo pode ser odil em outras aplica 1es semel hantes.

Os m dulos das duas fun 1es de transferEncia estimadasao n a do processo est®o na gura4.5.
Cadafun 3 @ o resultado do processo para cada um dos dois captadores da guitarra analisada.

Obtidasasfun 1esdetransferEncia, foi ent utilizado o algoritmo de otimiza @ de Nelder-Mead
(ssmplex) para encontrar os coe cientes dos polin miosdae qua®

\Y; s®+a,s2 +a;s +a
=== S (4.4)
Ve S2 +bys + by

damesma ordem que aequa® (4.4), deformaagustar afun@ detransferEnciaterica medida
O ganho K n% foi considerado, mas apenas os valores dos p |os e zeros.

O erro minimizado foi adiferen aabsolutaentre osm dulosd asfun i1esem decibdis, ponderando
os valores de forma a dar mais import ncia a freq (Encias mais baixas. Assim, o desvio considerado
foi aproximadamente o percebido em um grZE co log-log, e no simplesmente a soma dos erros qua-
dr/Eticos de amplitude em cada freq (Encia harm nica medida.

O erro de amplitude mAEximo obtido ap s estaminimiza® foi d e aproximadamente 1dB nos dois
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Fig. 4.5: Curvas medidas e seus modelos.

casos estudados. Na fase das fun 1es houveram erros mais evi dentes. Em freq (Encias mais altas,
o Itro residual obtido pela diviso entre o Itro medido e o ¢ aculado apresenta um crescimento
acentuado da fase a partir de dos 10 kHz. Isto poderia ser explicado pela existEncia de zeros de ata
ordem logo acima de 20 kHz. A fonte deste erro no @ clara, pode ser de erros no procedimento de

medi % em si, umam/ZE estima @ dafun % detransferEnciada placa de som, ou mesmo necessidade
de se complementar o modelo utilizado.
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4.2 Determina@ de grandezasel@tricas

A partir dos coe cientes medidos @ poss vel fazer uma estimativa do valor das imped ncias do
circuito. Os valores encontrados se encontraram na faixa esperada, mas seria desgj A£vel uma precis’o
maior. Se utilizarmos os valores medidos das resistEnciasgxiste mais de uma maneira de calcular-
mos a indut ncia, capacit ncia e ganho. Para obter os result ados apresentados na tabela 4.1 foram
utilizados primeiro os tr(Es coe cientes dos polin mios obtidos, e mais os valores medidosde Ry, R¢
e R. A seguir foram utilizados apenas dois dos coe cientes, jun to do valor medido de R, para cada
captador.

Captador do brao Captador da ponte
Vari/Evel| 3coefs. | 2coefs. eR. | 3coefs. | 2 coefs. e R,
C. || 0;718nF 3;42nF 1;13nF 3;46nF
L. || 15;6H 2;71H 11;4H 3;36H
I_Clcc 89;6 10°| 108 10° 77,6 10° | 86,0 106
k || 0;97 0;20 0;45 0;15

Tab. 4.1: Valores estimados dos componentes e ganho.

Esta t@cnica de obten @ dos par metros ainda precisa ser me lhorada. Mas nosso objetivo era
apenas ilustrar como este tipo de experimento pode ser realizado com equipamentos simples. Note
gue apesar dagrande varia® dos valoresde L. e C, individualmente, o valor de % néo foi muito
modi cado entre as duas formas de cAl culo.

4.3 Projetode Itrodigital

Dados os vaores dos componentes do Itro da guitarra podemo s projetar um Itro digital que
simule uma fun % de transferEncia aproximada. Este Itro digital pode ser aplicado posteriormente
em um sintetizador digital de sinais de guitarra.

Para obter os coe cientes do Itro digital foi utilizada a tr ansforma® bilinear. A gura 4.6
mostra o Itro obtido para diferentes valores de R;. Note que o Itro apresentado n possui 0 zero
na origem, formando assim um passa-bai xas convencional, facilitando ainterpreta @ do resultado.

O sinal sintetizado nal ser4E obtido pela aplica® deste | tro ao sina proporcional velocidade
da corda no ponto captado. Portanto, se for sintetizada previamente a posi 2 da corda, a aplica®
de uma derivada ainda @ necess/ria. O Itro resultante nestecaso @ um pico com inclinales de 20dB
por ddcada dos dois |ados.
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Fig. 4.6: Filtros obtidos com L, = 10H, R, = 5;3k , C, = 1nF, R, = 500k , C; = 33nF e
Ry = 10;1, 5, 15, 37;49, 70, 140, 500gk .

A resist(Encia de entrada do circuito em que a guitarra @ ligatpode afetar bastante o formato do
Itro. Alguns circuitos pouco so sticados, mas muito popul ares, possuem resist(Encias de entrada de
apenas dezenas de k . Nestas condi 1es, mantendo as outras vari £veis do caso em estudo, o Itro
se torna um passa-baixas de primeira ordem bastante suave com R; alto. Com Ry baixo, o Itro se

torna um passa-baixas de segunda ordem com uma eleva @ de ap enas pouco mais de um dB antes
dafreq (Encia de corte.

As guras 4.7 e 4.8 mostram o caminhos dos zeros e p los confor me variamos R; de um valor
baixo para um alto. Na gura4.7, noincio davaria®, com Ry = 100 , existem um plo e um
zeeoem S = 1, eum par de plos perto do plano complexo. Conforme R; aumenta, 0 zero se
aproxima rapidamente do eixo imaginerio, e os dois p los se dastam. O zero cruza os p los antes
deles setocarem. Por voltade Ry = 37k 0sp los se encontram no eixo real, e come am a se afastar
nadire % ortogonal. Neste momento afun % de transfer@Enc iaaparentaum Itro de primeira ordem.

Na gura 4.8 um dos p los come a a se aproximar bastante do eix 0 imaginrio, enquanto que
0 p lo que estava mais afastado tamb@m comea a car perto do t erceiro. Estes dois plos mais
afastados acabam se encontrando ao redor deS = 8:000 comR; ” 71k . Elesent® comeam a
se afastar, indo em dire @ a0 eixo imagin/Erio, atd se aproxmarem de suas posi 1eslimite. Enquanto

isso, terceiro p lo e 0 zero v se aproximando de S = 60. O caminho da gura 4.7 tamb@m est/E
visvel na gura4.8.
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Fig. 4.7: Caminho dos p los e zeros conforme avaria® do con trole de tom de umaguitarra.

| |
8000 xRS
6000} .
4000} -
#2000} 4
5 , -

[a—

o o ><><3§><><>< — - R —
&000 A
-4000- -
-6000|- .. -

-8000|- RORRER, -

| l l | |
-14000 -12000 -1000O —8 0 . [698? -4000  -2000 0
cia

Fig. 4.8: Continua do caminho dos p los e zeros. Aqui, osp los terminam se afastando do eixo
real, ao contr/rio da guraanterior.

4.4 Conclusfo

Nos cap tulos anteriores estudamos o movimento de uma corda vibrante e aforma de onda criada
por indu @ em captadores. Neste cap tulo obtivemoso Itro linear que modela a distor @ do sina
pelo caminho do transdutor at@ a entrada de algum circuito ektr nico. Se desgjarmos sintetizar o
sinal de uma guitarra limpa, basta aplicarmos ainda o Itr o linear de um ampli cador, ou ainda
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um Itro de ambienta® que modele areverbera® deumasala e alocaliza® de um ouvinte, por
exemplo, e assim teremosassim o sinal nal.

Nosso processo de medi % @ bastante simples, e odil. Ele pode ser aproveitado em outras aplica-

les, como naobten % de fun iesdetransferEnciade salas.  necess/rio aindafazer umaavalia®

do desempenho de sinais TSP, e testar sinais semel hantes mais modernos.

Al@m de Itros lineares, a guitarra @ geralmente utilizada ©m circuitos de distor % que inserem
nPo-linearidades no sistema, distorcendo o sinal entre a guitarra e a emiss’o do sina pelas caixas
acossticas de ampli cadores. Este @ o tema do capitulo 5.



Captulob

Distor iesMusicais

5.1 Histria

Praticamente todos fen menos f sicos do cotidiano possuem algum limite de operad onde um
modelo simpli cado de seu funcionamento deixa de valer devi do a alguma nfo-linearidade descon-
siderada previamente. A lei de Hooke @ um modelo linear para agl asticidade de objetos que & quase
sempre vAEida para pequenas distor 1es. Quando estas distor 1es se tornam muito grandes, geral-
mente encontramos al gum tipo de n%0-linearidade, como endu recimento da constante de el asticidade,
ou rompimento.

JAE pudemos observar uma el asticidade no-linear nas cordasdaguitarra. Muitos objetos relaciona-
dos acosstica podem apresentar caracter sticas no-lineares quando vibrados em amplitude elevada,
dando origem a componentes senoidais com freq (Encias ausertes dos sinais de excita®. Fun ies
de reprodu @ nfo-lineares est? presentes atd mesmo no pr - prio ouvido humano [79, cap. 8].

N4 @ surpreendente portanto que fun 1es de reprodu ® de s nais no-lineares tenham sido en-
contradas em ampli cadores e caixas de som. Ampli cadores e letr nicos sempre possu ram distor-

1es que se revelam para sinais de grandes amplitudes. Caixa s de som tamb@m podem come ar a
distorcer os sinais a partir de um certo n vel de entrada.

O resultado @ gue na hist ria da moesica moderna sempre existu a possibilidade de se tocar uma
guitarra el@trica utilizando um ampli cador e obter algum tipo de distor % no sina. O som da
guitarradistorcidafoi com o tempo ganhando o gosto de alguns maesi cos, especialmente tocadores de
blues.

Um maesico importante na hist ria da guitarra el@trica foi Lnk Wray, que muitos consideram ter
feito um uso pioneiro da distor @ [95]. Ele aindaintroduzi u o uso indiscriminado de power chords,
0 que faz parte hoje do estilo de muitos guitarristas. Wray in uenciou muitos maesicos, em especial
alguns conhecidos por seus usos da distor %, como Jimi Hend rix e Neil Young.

63
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A distor % de guitarrasj A eraalgo considerado importantepara al guns estil os de maoesi ca nos anos
1960. Em 1964 a moesicaYou Really Got Me da banda The Kinks ganhou muita notoriedade, e foi o
primeiro grande sucesso atrazer o som de uma guitarradistorcida.

A partir desta @poca alguns fabricantes de ampli cadores e guitarras come aram a dar maior
aten @ distor %, esurgiu o conceito do pedal dedistor 2 0: um dispositivo colocado entre aguitarra
e 0 ampli cador com o objetivo de distorcer o sinal, com um int erruptor acionado pelos pds [96]. Os
pedai s tamb@m podiam ter o intuito de dar maisganho ao sinal ,ou possibilitar algumtipo de Itragem,
mas com 0 tempo o objetivo de se utilizar um pedal destes passou a ser exclusivamente a produ %o
do timbre caracter stico da guitarradistorcida.

Uma das primeiras maesicas famosas que utilizaram um pedal dedistor % foi (I Can’'t Get No)
Satisfaction dos The Rolling Stones, de 1965. Nesta obrafoi utilizado um pedal Maestro Fuzz-Tone
FZ-1 da Gibson.

Um peda de distor % muito famoso @ o Fuzz Face, notoriamente utilizado por Jimi Hendrix.
Este mossico aindateve certain u@Enciano desenvol vimento @ outro pedal muito conhecido, utilizado
ainda hoje por incemeros mossicos, o Big Muff da empresa Electro-Harmonix.

5.2 Circuitoconstru do

Pedais de distor % podem ser projetos eletr nicos de fAEcil constru 8. Muitos circuitos conse-
guem resultados satisfat rios mesmo com grande simplicidade. muito fAEcil encontrar na Internet
diagramas esquem/Eticos para a fabrica® de circuitos de distor %, havendo vArias comunidades
dedicadas aisto [97, 98].

Constru mos em nossos estudos um pedal de distor % baseado no circuito do Fuzz-Face, que
utiliza apenas dois transistores. Na sada do circuito origina ligamos ainda um estAgio de ltragem
inspirado no projeto do Big Muff . O circuito resultante est/E na gura5.1.

Ostransistores Q1 e Q2 formam o circuito do Fuzz Face. A an/Hise do ponto de funcionenento
nfo @ muito trivial. Esta con gura® @ conhecida por alguns como voltage feedback. O resistores
na base e emissor de Q2 determinam a corrente cont nua neste transistor. Pode-se utilizar o conceito
de re ex% de imped ncias para fazer o projeto dos valores. O resistor na base de Q1 determina a
corrente DC nele, dada a tens?o no emissor de Q2.

A distor ® ocorre devido satura® e corte no segundo tran sistor. Pode haver satura® no
primeiro estAEgio, mas antes disso ocorrer 0 segundo j 4 entram corte. O gjuste dos ganhos e tenso
dos coletores determinam os pontos da onda a serem cortados. Como %0 par metros independentes
@ possvel (e atd fAcil) criar distor 1es assim@tricas. Parn veis de tens’o su cientemente baixos,
ocorre corte apenas em metade da onda, na por % negativa ou p ositiva dependendo da con gura
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Fig. 5.1: Circuito paradistor % musical.

do circuito. O ganho do segundo estAEgio @ controlado atravdio resistor variAvel no emissor de),.
Este @ o potenci metro de controle de quantidade de distor 2 0 acess vel pel 0 moesico.

A gura 5.2 mostra resultados da simulao do circuito no pro grama SPI CE. As curvas s0 a
forma de onda em diferentes pontos do circuito para uma entrada senoidal de 100Hz. Na legenda,
V.1 e V,1 0 as tensies no coletor e base do primeiro transistor, cujo emissor & aterrado. A base do
segundo @ ligada ao coletor do primeiro, e seu coletor e emiser so V.2 e V2.

A sadado circuito de distor %, no coletor de Q2, entra ent®0 em dois Itros, um passa-altas e
um passa-baixas. Estes ltros s projetados com freq (Enci as de corte pr ximas. O potenci metro
colocado entre as sa das destes |tros possui umaimped nci arelativamente alta. Apesar de rudimen-
tar, o resultado @ uma soma ponderada dos sinais dos Itros. Este sinal Itrado passapor m por um
adtimo estZAEgio de ampli ca @ onde nfo se espera que ocorram distor 1es.

A gura 5.3 mostraformas de onda obtidas para um entrada seno idal com diferentes amplitudes,
e com um certo ganho xo no controle do pedal. No gr4 co de cima os sinais foram tomados di-
retamente da sa da do estZEgio de distor @. No de baixo, utilizamos o Itro de sada regulado para
passa-dltas. Cada curva @ a sada para uma amplitude difererte, sendo que as mais abaixo s as de
menor amplitude. Foram somados n veis DC para auxiliar na visualiza .

5.3 Estima®o de par metros

Era nosso desgjo encontrar uma forma de medir os par metros d e um pedal de distor @ para
tentar reproduzir seu funcionamento em um computador. O model o digital seriacomposto por alguma
fun @ de distor @, seguidade um Itro linear.
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Fuzz Face sem distor %0

Fuzz Face com satura® no segundo est/AEgio
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Fig. 5.2: Resultados da simulao: operad sem distor 2o,
com corteesatura®do em Q-

com satura® em Q2, corte em Q,, e

Uma possibilidade @ utilizar um oscilosc pio e medir cuidadosamente a parte no-linear do cir-
cuito com uma onda triangular, por exemplo, e estimar o Itro inserindo um sinal senoidal no ponto
apropriado e realizar medi 1es. Nossainten 2 entretanto  era encontrar umamaneira de realizar esta
medi @0 apenas a partir da an/Alise do sina de sada, com um sinal de entrada conhecido.

No estudo de sistemas din micos o chamado modelo de Hammerst ein & justamente 0 que estamos
procurando: umadistor 3 sem mem riaseguidadeum Itro. E |e se contrapie ao modelo de Wiener,
onde o Itro caantes dadistor %.

A estima® dos par metros de modelos como o de Hammerstein @ uma ativa Area de pesquisa
Existem m@todos de diversos paradigmas para abordar o probema [99, 100]. Um dos primeiros
algoritmos propostos utiliza um m@todo iterativo paraa minmiza@ do erro a partir de uma entrada
conhecida[101]. Outrasformas de otimiza o iterativa, co mo algoritmos gen@ticos, tamb@m j A& foram
exploradas [102].

Muitos m@todos, cegos ou nfo, costumam se basear principal mente em ru dos brancos gaussianos
naentrada. Alguns m@todos j & foram estudados tamb@m paragis senoidais [103, 104].

Ao escolher um m@todo paratentar aplicar, procuramos por ajum que nfo se baseasse em otimi-
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Fig. 5.3: Sadasdo circuito de distor % paradiferentesam plitudes de entrada, sem ltro, ecom Itro
passa-altas. Os n veis DC foram adicionados para visualiza 2o.

zales iterativas ou an/eises fortemente estoc/Zsticas. Po m, inspirados por um trabalho do NICS
onde polin miosde (Chebyshev) s%0 utilizados para modelar umafun @ dedisto r 3 im-
plementada em um computador, procuramos tentar desenvolver um m@todo que fosse baseado nessa
fam lia de polin mios, e em sinais de entrada senoidais e anAHise harm nica. Uma das motiva ies
paraisto foi a expectativa de que um sinal de entrada senoidal possa facilitar a aplica® do m@dtodo
em um sistema mais complexo, onde tamb@m existe um Itro linear na entrada da distor . Isto @
esperado em alguns pedais e no sistema completo da guitarra el @trica.

531 M@todo paradistor iessem Itro

Polin mios de possuem a seguinte propriedade: Se passarmos pelo polin mi o de N -
@sima ordem uma sen ide de amplitude 1, e freq Encial, a sada @ uma sen ide de amplitude 1 e
freq EnciaN . Logo:

Tn(sen(Tt)) =sen(NIt) (5.2)
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Por exemplo,
2sen?(1t) 1 =sen(21t) (5.2)
16sen’(1t) 20sen®(1t) + 5sen(1t) = sen(5 I't) (5.3)
2 ' 16x°  20x3 + bx B som — 20sin(x)3 - ]
15 | . 20 | 5sin(x) R 16sin(x)° ST
Fig. 5.4: Polin mio de quinta ordem (esquerda), e parcelas s eparadas e soma nal (direita).
Umafun@ dedistordsemmemria R ¥ R pode ser representada como um polin mio (sdrie
de Taylor):
(54)

F(X) = Co + CyX + CoX? + C3X° +

Se jogarmos uma sen ide nesta fun @, obteremosnasadaum s inal peri dico damesmafreq (Encia,
gue pode ser decomposto em sen ides de freq (Encias harm nic as.

T(sen(1t)) = po + pisen(It) + posen(2 1t) +::: (5.5)
Podemos substituir cada uma destas sen ides pelaaplica® da sen ide da entrada ao polin mio

de da ordem apropriada.

f(sen(1t)) = po + paTa(sen(!t)) + poTa(sen(1t)) + (5.6)

Da podemos ver que @ poss vel calcular os coe cientes do pol in mio a partir das amplitudes dos
harm nicos, e reciprocamente. Os coe cientes dos polinmi  osde de nem uma matriz de

transforma @
e=Tp: (5.7)

Esta rela® sugere imediatamente a possibilidade de utili zarmos sen ides para medir fun 1es no-



5.3 Estima@o de par metros 69

lineares como diodos e transistores em eletr nica. Encontr amos na literatura apenas uma men @ a
este m@todo de medi % de fun 1es, em um artigo bastante rece nte [105].

Aplicamos este m@todo ao circuito que constru mos. Obtivenos como resultado um polin mio
de 92 ordem que a0 menos apresentou um formato sigmoidal naregi® pr ximade 0, com umaleve
assimetria.

Aplicamos este m@todo para o circuito que constru mos. Havia apenas uma leve Itragem de
baixasfreq (Encias, que se pode notar pelainclinad dacri stadaonda, que deviaser reta. O resultado
est/Ena gura5.5.
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_004 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0O 001 002 003 004 005 006 007 008 0.0 01

Tenpo

Anpl i t ude

Fig. 5.5: Curvaoriginal, e aproximada pelo mgtodo.

53.2 M@todo paradistor iescom Itro

Investigando as propriedades destes polin mios, encontra mos um critdrio que pode vir a ser odil
em um m@todo de medi @ de par metros que considera o Itro.

Se aplicarmos no sistema uma sen ide de amplitude relativa A, isto seria equivalente a medirmos
uma nova fun % de distor @ cujo polin mio @ dado por

fa(X) = F(AX) = co + C1(AX) + Co(A*X?) +::: (5.8)

Os novos coe cientes podem ser obtidos multiplicando-se ca dacoeciente: ¢4 = ¢,A". Esta opera-
% @ equivalente a multiplicarmos o vetor de coe cientes or iginais por umamatriz diagonal

2 3
1 0 O
0O A 0 :::
eA:EO 0 A2 E € (5.9)

ta = Dact: (5.10)
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Se substituirmos € segundo (5.7) teremos arela @ entre as amplitudes origina is e as obtidas com
anovaamplitude:
Tpa =DaTp: (5.11)

Entretanto p nfo @ acess vel, mas apenas ¢, que S0 as amplitudes na sada do Itro. Como cada
freq Encia @ atenuada por um valor constante, determinado pla fun 2 de transfer(Encia, podemos

denir outrarela® linear: 2 3
hp 0 O
80 h 0 512
T80 0 P (612
g=Hp: (5.13)

onde os h,, s0 0os m dulos da fun @ de transferEncia em cada freq (Encia harm nica. As fases s0
desprezadas. Note que a sada da distor @ @ um sinal ssm@trico. As fases do sina nal so devido
apenas ao Itro nasada

Substituindo novamente, temos no sistematotal:
TH 'ga = DATH ‘'¢: (5.14)

Podemos substituir H * ¢ por Qg, onde Q @ uma matriz diagona com os valores das amplitudes
medidas, e g S0 osinversos dos ganhosdo Itro. Assim temos

TQaAg = DATQg: (5.15)

As matrizes nesta equa® ( Qa,Q,T,Da) ou s0 conhecidas a priori, ou podem ser medidas, nos
fornecendo a matriz M que satisfaz:

§=Q,'T 'DaTQg (5.16)
§ = Mag (5.17)

Logo, um vetor com os inversos dos ganhos do Itro poderia ser calculado encontrando-se o
auto-vetor de auto-valor unitArio damatrizVMa.
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5.3.3 Testes

Tentamos aplicar o m@todo em sinais gerados em um computador A fun % de distor %o utilizada
nos testes foi a exponencial, por ser assim@trica. Isto sera desej Avel por desconhecermos o efeito de
amplitudes nulas no desempenho do algoritmo. Os ltrostest ados foram suaves, de primeira ordem,
tanto de resposta nita quanto in nita[76]. Foram tamb@m ap licados diferentes n veis de ru do.

O m@todo nfo deu certo porque no foi possvel encontrar um auto-valor que fosse claramente
um candidato ao valor unit/ZErio procurado. Sempre haviam das ou tr(Es auto-valores pr ximo del;5,
por exemplo.

Testamos ainda uma outra forma de obter o vetor de interesse.  possvel reescrever a equa-
% (5.15) e obter

(TQa DaATQ)g=70: (5.18)

Segundo esta equa o, Nosso vetor seria 0 espao nulo desta m atriz. Tentamos portanto utilizar a
decomposi % em valores singulares, tomando como resposta uma soma dos vetores relativos aos
menores valores singulares. O formato das solu 1es obtidas n% se aproximaram nem um pouco do
esperado.

Ser A necess/Erio uma investiga® maior para descobrir se hAtgo de fundamentalmente errado
no m@todo proposto. Nossas contas no sugerem isto, mas pode ser que nosso m@gtodo ofere a na
realidade uma solu % sub-determinada, com par metros liv res sendo inadvertidamente gjustados.
Seria necess/AErio portanto utilizar mais informa 1es para encontrar a solu % desejada.

Seriainteressante buscar umaforma de aproveitar no algoritmo medi 1es obtidas em maisde dois
n veis de amplitude. Tamb@m pode ser poss vel aproveitar nesas contas apenas para determinar um
critdrio a ser utilizado em um algoritmo iterativo de otimia .

54 Distor iesem sinaisde guitarra

Nesta se 0 apresentaremos por m caracter sticas que se po dem observar na aplica® de um
sinal como o de uma guitarraem umafun % de distor 0.

541 Fun?@ dedistor 2 utilizada

Como j A pudemos mencionar, existe uma grande variedade de fomatos de fun 2 de distor .
Existem fun 1es sim@tricas e assm@tricas, suaves e descort nuas. Apresentaremos agui apenas ana
lises feitas em uma canica fun 2 selecionada. Nosso interesse @ apenas ilustrar certas caracter sticas
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do sinal distorcido que sP0 freq entemente omitidas em deba tes acerca de distor % musical.

Utilizamos a fun @0 arco-tangente para distorcer os sinais por ser umafun @ de simetria mpar,
estritamente crescente e de imagem limitada. Esta @ uma das nais populares fun 1es denominadas
sigmoidais, como afun @ erf eatangente hiperb lica. Elas %0 freq entemente utilizad asem aguns
sistemas de processamento que requerem n%o-linearidades d esta forma, como em equaliza ® cega,
an/Elise de componentes principais nfo-linear [106] e redesneuronais arti ciais [107]. Mulitas vezes
suas propriedade anal ticas contribuem para o estudo do funcionamento dos sistemas, mas o formato
preciso delas nem sempre @ cr tico.

A f rmulade nossa fun 2o de distor 2o foi

atan(kgx)

f(x) = I

(5.19
onde o fator kg controla o n vel de distor %, variando de uma suave atenua 2 dos picos da onda de
entrada, at@ a distor % maisforte possvel, onde f(X) = +1parax >0e 1 parax <0.

Uma caracter stica fundamental e bem-conhecida da realiza o de operaies no-lineares @ que
0s sinais resultantes podem possuir componentes senoidais que nfo estavam presentes no sinal ori-
ginal. Em especial, pode ser que componentes de alta freq (Ertia sgjam geradas, e pode ser que
em sinais amostrados no tempo elas ultrapassem o limite de Nyquist [82], causando um aliasing, ou
falseamento. Portanto @ sempre necessAErio trabalhar com sinais superraostrados.

A gura 5.6 mostra a ocorrEncia dedliasing ap s a distor . Uma sen ide com a freq (Encia
ligeiramente superior a um quarto da freq Encia de Nyquist foi distorcida com kg = 10:000. O
resultado esperado deveria possuir apenas uma nova componente com o triplo dafreq Encia.

50 ORIGNAL  x 1
DI STORCI DA
Limte de Nyqui st ———
40_ .
)
©
W 0 .
©
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§' |
| |
0 | ARt
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Freq @ci a normal i zada

Fig. 5.6: Ocorr@Encia dedliasing na distor % de um sinal amostrado de alta freq (Encia.
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54.2 Distor 20 derudo branco Itrado

Aplicamos ru do branco gaussiano fun @ mencionadaacima com kg = 1000. O resultado est/E
na gura5.7. Podemos observar que a distor % afetaaformad e onda tornando-a concentrada em
apenas dois nvels. Histogramas desta onda distorcida para diferentes valores de ky ir?0 se afastar
gradualmente da forma gaussiana, se aproximando de uma distribui @ com dois picos em estreitas
faixas de valores.
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Fig. 5.7: Exemplo de ru do banco ltrado e subseq entemente distorcido (no topo esguerda), e
espectros do sinal original e distorcido para diferentes freq (Encias de corte.

Para cadadiferente freq (Enciade corte utilizadaforam geradas 100 inst nciasdo sinal. Obtivemos
0 espectro de cada sinal gerado, e os somamos para obter uma estimativa da m@ddia do valor da
densidade espectral de pot@Enciado sinal distorcido para cda freq Encia de corte utilizada. Podemos
observar o surgimento de um ru do em altas freq (Encias, com aamplitude decaindo de acordo com
o inverso da freq Encia. Esta taxa de decaimento @ comum de seencontrar em outros sinais que
possuem descontinuidades seguidas de regiles suaves, como a onda quadrada.
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5.4.3 Distor 0 de sinais peri dicos

Como j 4 discutimos, uma sen ide pura distorcida gera uma onda peri dica. As amplitudes das
componentes harm nicas deste sina distorcido dependem da forma da fun @ de distor %, e o0s
polin mios de podem ser utilizados para estudar estarela?®o.

Al@m dossinaissenoidais, qualquer sinal peri dico dA origm anovossinaisperi dicosdefreq En-
ciaigua ou madtiplaao ser distorcido, havendo modi cale s apenas nas amplitudes dos harm nicos.
Na gura 5.8 apresentamos os valores das amplitudes de um sin al triangular distorcido para diferen-
tes valores de ky. Com adistor 2o fraca, podemos constatar o decaimento com 1=f? caracter stico de
ondas triangulares. No caso da distor % mais forte, @ poss vel perceber que as menores freq (Encias

come am a apresentar um decaimento com 1=F, coerente com a aproxima? do sinal a uma onda
guadrada.

100 ——— ——— :
kg =100;0 x kg =115 = 1=F
kg =20 © kg =01 = 1=F2 -
| |
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]
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Fig. 5.8: Espectros de umaonda triangular distorcida com diversas intensidades.

interessante notar ainda que existe uma regi® de valoresi ntermediArios deky em que hA um
forte decrescimento das amplitudes de alguns harm nicos. N o gr/4E co apresentado podemos ver que
0 stimo harm nico paraky = 0;15 & cerca de 60dB mais fraco do que o harm nico fundamental.
O que ocorre @ que a distor % atenua os picos da onda triangul ar, tornando-a mais pr xima de uma
sen ide, para posteriormente come ar a formar uma onda quad rada. Este @ um bom exemplo das
peguenas di culdades no estudo de sistemas nfo-lineares, m ostrando que no se pode armar que
distor 1es sempre elevam a potEncia dos harm nicos.
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importante considerarmos tamb@m o que acontece quando temos sinais peri dicossem afreq En-
ciafundamental. A gura 5.9 mostra o resultado da distor % de uma soma de um sinal composto
por uma sen ide somadaaoutracom 6=5 dafreq (Encia. O resultado @ que surgem harm nicos com a
freq (Encia do mAEximo divisor comum das duas componentes. Enespecial podem surgir componen-
tes de baixa freq Encia, chamadas por alguns desub-harm nicos [47].
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Fig. 5.9: Espectros de uma onda distorcida com sub-harm nic os.

5.4.4 Distor % de sinais quasi-peri dicos

Se 0 sinal sendo distorcido nfo for umasomade sen idesharm  nicas, ou de propor 1esracionais,
podem surgir componentes senoidais na sa da com valores de freq (Encia que n% se relacionam de
forma simples com as freq Encias originais.

Freg entemente surgem os chamados tons de diferena no s nal distorcido [79]. fAcil en-
tender o motivo do surgimento destas componentes se encararmos a fun 2 de distor @ como um
polin mio. Ao multiplicar o sinal por ele mesmo realizamos n 0 dom nio da freq Encia uma convo-
lu 3o do sina por ele mesmo. Assim surgem componentes com va lores de freq (Encias obtidos por
somas e subtra 1es dos val ores das componentes originais.

Um efeito interessante que se pode observar @ que quando as canponentes originais N0 s
madtiplasinteiras de algum divisor comum podem surgir tonsde diferen a pr ximos uns dos outros,
dando origem a componentes senoidais com modula ies de baix afreq (Encia (batimentos).
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Somas de sen ides com relales racionais entre as freq (Enci as %0 cruciais em toda a maoesica,
sendo que @ nisso que se baseia a harmonia e a constru % de todas escalas musicas tradicionais.
Escalas mais modernas, como atemperada de 12 semitons[108], tamb@m buscam oferecer notas com
freq (Encias de rela 1es aproximadamente racionais.

Ao se tocar instrumentos, principa mente os de corda, @ fAtiperceber que alguns pares de notas
possuem componentes de freq (Encias muito pr ximas, outras % muito pouco coincidentes, e outros
pares ainda possuem componentes pr Ximas, mas su cienteme nte afastadas para causar batimentos
de per odos longos o bastante para serem ouvidos.

Por exemplo, se pegarmos uma determinada nota na escala temperada, 0 quinto semitom acima
dela possui umafreq Encia2 ~ 1;3348 vezes maior, 0 que @ muito pr ximo de 4=3. Para 0 sigtimo
semitomtemos 2 * 1:4983, pr ximo de 3=2. A diferen aentre os valores exatos e as aproxima les
racionais nestes casos s'o de 1;96 e 1;96 centdsimos de semitom [109]. A freq (Encia do sexto
semitom, entretanto, @2 = = 2 7 1:4142 maior que areferEncia. Este valor pode ser aproximado
pelaraz®o 7/5, que jA£ nfo @ uma raz% muito atraente por possur fatores muito grandes, mas ainda
por cima @ uma aproxima?@ muito ruim, com 17;49 cent@simos de semitom de dist ncia. (A raz%o
99/70 se aproximamais, mas possui fatores ainda piores.)

A soma de uma nota com a localizada seis semitons acima dela criaria portanto uma onda com
uma freq (Encia cinco vezes menor, caso a aproximad 7=5 fosse razo/Evel. Isto signi ca que para
uma nota de 82;4Hz poder amos gerar uma componente inaud vel de 16;5Hz ao distorcer a soma
destas notas.

Entretanto, como esta aproxima@ de propor % racional @ r uim, n% ocorre esta gera® de
uma componente senoidal pura. Surgem componentes pr ximas , dando origem a componentes apro-
ximadamente harm nicas moduladas em baixa freq Encia. A g ura 5.10 traz um espectrograma da
distor @ dasomadeumasen idede 100Hz com umaseissemitonsacima. poss vel ver claramente
gue alguns dos harm nicos gerados possuem umamodula® de a proximadamente 6Hz.

5.4.5 Sinais maiscomplexos

A gura5.11 mostra o espectrograma de um sinal sintetizado. O sinal limpo foi criado com uma
soma de 20 sen ides com amplitudes dadas pelo modelo do cap t ulo 2, com par metros P = 0;1
e C = 0;35. Asfreq Encias das parciais de cada nota foram elevadas ligeiramente, de acordo com
1+ 0;025f 12, paracriar sinais que nf fossem perfeitamente harm nicos , assim como os observados
em nossas gravales. Foram somadas uma nota fundamental com freq (Encia de100 Hz e uma nota
sete semitons acima (o chamado power chord, sem a oitava).

A gura5.12 mostra um espectrograma da segunda nota de uma gr ava da meoesica Satisfaction
dos Rolling Stones.  poss vel observar que o sinal @ composto por componentes aproximadamente






